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Capítulo1
Introducción
Unasuperred(SLensussiglaseninglés)esuncristalartiﬁcialquetiene
unaestructuraperiódicadecapasdedosomásmaterialessemiconductores,
dondeelespesordecadaunadelascapasesdevariosnanómetros.Comolas
energíasdelasbandasdeconducciónydevalenciaasícomoelgapentreelas
sondiferentesparalosdoscristales,lasbandasdelaredsecomportancomo
unasucesiónperiódicadepozosybarreras.Estaestructuraproporcionaun
potencialperiódicoparalaconduccióndeelectrones.Además,eldispositivo
sesometebajolainﬂuenciadeuncampomagnéticooblicuorespectoeleje
decrecimientodelospozoscuánticos. Cuandoseaplicaunvoltajeenlos
contactosdelaSLsegeneraunmovimientoelectrónicoelcualpuedecon-
duciradominiosestáticosoviajerosdeladensidaddecargayaoscilaciones
autosostenidasdelacorriente,entreotros. Estosfenómenostienenaplica-
bilidadpráctica,yaqueporejemploestetipodenanoestructuraspuedenser
utilizadoscomodetectoressintonizablesdealtasfrecuencias.
Encuantoalestudioteórico,usandolafuncióndedistribuciónelectrónica,
solucióndelaecuacióncinética,sepuedeobtenerinformacióndelsistematal
comoladensidadelectrónicaoelﬂujoelectrónico.Laecuacióncinéticaserá
detipoBoltzmanncontratamientodecolisionesmediantetérminosdetipo
BGK(Bhatnagar,GrossyKrook)[1]yestaráacopladaalaecuaciónde
Poissonparaelpotencialeléctricoconelﬁndeincluirlosefectosespaciales
delacarga,talycomosedescribióporBonilaetalen[2]. Debidoala
accióndeuncampomagnéticoexterno,ladinámicadeltransporteelectrónico
tienecarácterbidimensional(salvoqueelcampomagnéticoestéenposición
perpendicularaladireccióndecrecimientodelaSL,loqueproporcionauna
dinámicaelectrónicaunidimensional).Laresoluciónnuméricadelsistemade
ecuacionesBoltzmann-Poissonesmuycostosacomputacionalmente,porlo
queseutilizaráunadescripciónmássimpleprovinientedeconsiderarquelos
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términosdecolisionesydelcampoeléctricodominanalosdemástérminos
enlaecuacióncinética. Unmétododeperturbacionessingularespermitirá
derivarunconjuntodeecuacionesenderivadasparcialescuyaresoluciónserá
numéricamenteabordableydedondesepodráobtenerelpotencialeléctricoy
ladensidadelectrónica.Apartirdeestasdosvariablessepodrácomponerla
dinámicaelectrónicadelsistema,lacualdependerádelángulodeinclinación
delcampomagnéticorespectodeladireccióndecrecimientodelaSL,dela
intensidaddedichocampoydelvoltajeaplicado.
Nuestroobjetivoenestatesishaconsistidoen,unavezdescritoelsistema
Boltzmann-Poissonyobtenidaladerivacióndelasecuacionesdiferenciales
bidimensionalesapartirdelaecuacióncinética,eldesarrolodeunmétodo
numéricooptimizadobasadoenvolúmenesﬁnitoscapazdecapturarlosfenó-
menosnolinealesdeltransporteelectrónicoensuperredessemiconductoras
fuertementeacopladasbajolainﬂuenciadeuncampomagnético.
Elcontenidodeestatesisseestructuraentrespartes.Loscapítulos2
y3explicandemaneraresumidaalgunosconceptosgeneralesdelateoría
desemiconductores,muestranunabrevedescripcióndelacomposicióndela
nanoestructuraestudiadaenestamemoriaydescribenotrostrabajosrela-
cionadoscondichaSL.Enelcapítulo4sedescribedetaladamenteelmodelo
matemáticoysepresentanlasecuacionesaintegrar.Enloscapítulos5y6se
desarrolaelesquemanuméricoysepresentanlosresultados.Acontinuación
mostramosdemaneramásdetaladaloscapítulos.
Enelcapítulo2explicamosdemaneramuyresumidalosconceptosgene-
ralesdelateoríasemiclásicaquefundamentanlateoríadesemiconductores.
Posteriormentesedescribelasuperredespecíﬁcatratadaenestetrabajoex-
plicandolosparámetrosfísicosquelaconforman.Elcapítulocontinúades-
cribiendoeltransporteporminibandamedianteelsistemasemiclásicodel
movimientodelelectrón,enelcualnosetieneencuentatodavíalosefectos
decolisiónoscatering,ylasfrecuenciasdeBlochyciclotrónicas.
Enelcapítulo3serecopilantrabajoscientíﬁcosrelacionadosdirectamente
conlasuperreddescritaenelcapítuloanterior.Estosestudiossedividenen
dos:experimentalesyteóricos.Experimentalmenteeldispositivosesomete
aaltasintensidadesmagnéticasdondesemuestranmedicionesdelacarac-
terísticacorriente-voltajeI(V). Encuantoalosestudiosteóricos,enelos
seinﬁereunmodelounidimensionalparaladescripcióndelcomportamiento
cualitativodeltransporteelectrónicodelasuperred.Primerosededucenlas
ecuacionessemiclásicasdelmovimientodelelectrónpartiendodeuncampo
eléctricounidimensionalydeéstassederivalaecuacióndelosciladorar-
mónicoforzado. Paraañadirelefectodescateringseusaunavelocidad
driftvdparaloselectronesgeneralizandolaformulacióndelmodelodeEsaki-
3Tsu.Finalmentesetomanencuentaunasecuacionesdecontinuidaddela
corrienteydePoissonparaunadescripciónunidimensionaldeladinámica
electrónica.
Elcapítulo4contieneladerivacióndelmodelobidimensionalqueseuti-
lizaráenestatesis. Apartirdeestemodeloseobtienenlasecuacionesdi-
ferencialesaintegrarnuméricamente.Sesupondráenlaecuacióncinética
delsistemaacopladoBoltzmann-Poissonquelostérminosdecolisiónyde
campoeléctricosoncomparablesydominantesalrestodelostérminos,delo
queseobtendráunparámetropequeño.Seaplicará,porlotanto,elmétodo
perturbativodeChapman-Enskogdelqueseobtendráunaaproximacióna
lafuncióndedistribución.Asísepodráestablecerlaecuacióndelmomento
paraladensidadelectrónicadondeunadelasvariablesdependientesesla
densidaddecorrientequedependedirectamentedelafuncióndedistribu-
ción. Dichaecuacióndetransporteserádetipopuramenteconvectiva.El
problemaquedarádeﬁnidoteniendoencuentaelacoplamientodelaecuación
dePoissonyunascondicionesdecontornoadecuadas.
Elcapítulo5constadelesquemanuméricoempleadoparaintegrarla
ecuacióndetransporte.Elmétododelosvolúmenesﬁnitosaprovechaque
laecuaciónysuscondicionesdecontornodependendelasdensidadesde
corriente,i.e.,delosﬂujoselectrónicos.Primeroelesquemaseimplementará
enunaversiónunidimensionaldelproblemaquesurgedeconsiderarelcampo
magnéticoperpendicularalejedecrecimientodelospozoscuánticos. Del
problemaunidimensionalseobtendrándosversiones:unaconvectivaque
surgedeconsiderarsoloelordenprincipalenlaexpansióndelafunciónde
distribuciónyotraversiónconvectiva-difusivaprovinientedeconsiderarhasta
elprimerordenendichaexpansión. Ademássedetalalaimplementación
2Ddelesquemanuméricoalproblemabidimensionaldondeseharávariarel
ánguloentreelcampomagnéticoyelejedecrecimientodelospozos.
Enelcapítulo6semuestranlosresultadosnuméricosparaelcasobidi-
mensional,loscualesapartirdeunvalorcríticodelaintensidadmagnética
exhibiránunconﬁnamientoelectrónicoenelqueseformaráuncanalestrecho
dedensidaddecargaentreloscontactos.Lainclinacióndelcanaldependerá
delángulodelcampomagnéticoylaanchuradesuintensidad.Seencon-
traráunrangodevaloresdelvoltajeaplicadomostrandoenlosresultados
oscilacionesautosostenidasdelacorriente.
Porúltimo,enelcapítulo7seresumelasconclusionesdelapresente
memoriadondesedescribenlasposibleslíneasdetrabajoquesepueden
seguirapartirdelestudiorealizado.

Capítulo2
Conceptosgenerales
Alolargodelossiguientesapartadosdeestecapítuloseharáunarevisiónde
losaspectosmásimportantesquefundamentanlateoríadelossemiconduc-
tores,asícomounadescripcióndeldispositivofísicoestudiadoenestatesis.
Laintencióndeestecapítuloesrelacionardichateoríaconeldispositivoque
vamosaanalizar.
2.1 Conceptosgeneralesdelateoríasemiclásica
delmovimientoelectrónico
Laenergíatotaldeunsistemaeslasumadelaenergíacinéticaylapotencial
E= p
2
2m+V(r), (2.1)
apartirdelocualpodemosescribirlaecuacióndeSchrödinger
i∂∂tΨ=
− 2
2m∇
2Ψ+V(r)Ψ, (2.2)
dondeΨeslafuncióndeonda,r=(x,y,z)eselvectorposición, es
laconstantedePlanckreducida,mlamasaefectivadelapartícula,Vla
energíapotencialytlavariabletemporal.
Lafuncióndeonda(odeestado)Ψ(r,t)contienetodalainformación
medibledecadapartículadelsistema[3].Aﬁndeconstruirunpuenteentre
losestadosylasmedidas,sedesarrolalanocióndeoperador(vertabla
(2.1)).
UnoperadoractuandosobrelafuncióndeestadoΨpuedeproduciruna
ecuaciónlinealhomogéneayˆΨ=yΨ,dondey∈Reselvalorpropiodel
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Variabledinámica Operadorcuántico
Posiciónr rˆ≡r
Momentopr pˆr≡−i∂∂r
EnergíatotalE Eˆ≡i∂∂t
EnergíapotencialV Vˆ≡V(r)
Tabla2.1: Relacióndelosoperadorescuánticosdondeelsímbolo^sobrelavariable
dinámicadenotaqueesunoperador.
operadoryˆ.LafuncióndeondaΨquesatisfaceyˆΨ=yΨselamafunción
propia.
Losvalorespropiossonlasúnicasmedidasquesepuedenhacersobrelas
variablesdinámicas.Lasfuncionesdeondadescribiendopartículasson,en
general,representadasenformadeondaydeahísunombre.Elsigniﬁcado
físicodelafuncióndeondaΨ,asumiendoqueΨseaplicaaunelectrón,
esqueΨΨ∗dresinterpretadocomolaprobabilidaddequeelelectrónsea
encontradoenelelementodevolumendrencualquierinstantet.
Vamosaconsiderarquenuestrosistemaesconservativo,conloquela
energíatotaldelsistemanovaría.AplicamosalaecuacióndeSchrödinger
laseparacióndevariablessiguiente:
Ψ(r,t)=ψ(r)φ(t). (2.3)
LasoluciónalaecuacióndeSchrödingerutilizandolarelación(2.3)da
Ψ(r,t)=Aψ(r)exp{−iEt/}, (2.4)
dondeAesunaconstantedeintegración. EsfácilverqueΨΨ∗=ψψ∗,
conloqueladensidaddeprobabilidadesindependientedeltiempo.Estas
funcionesdeondasseleslamaestacionarias,ylosestadosrepresentadospor
estasfuncionessonlamadosestadosestacionarios.
UnejemplodesoluciónalaecuacióndeondadeSchrödingereslade
electrónlibre,dondelaenergíapotencialVesconstante. Arbitrariamente
sepuedeescogerV=0.Elonosdaunasoluciónenlaqueladensidadde
probabilidadΨΨ∗esindependientedelasvariablesespacialesytemporal,
i.e.,laprobabilidaddeencontrarunelectróneslamismaencualquierlugar
ylafuncióndeondanotransmiteconocimientoacercadeunalocalización
precisadelelectrón.Ademásseobtienequelaenergíaes
E=
2k2
2m , (2.5)
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dondekeselnúmerodeondadelelectrón[4].
2.1.1 EcuacióndeSchrödingerenunpotencialperiódico
yteoríadebandas
Unaestructuracristalinaestáformadaúnicamenteporunaredmásuna
base.Laredrepresentaunconjuntodepuntosenelespacioconestructura
periódica.LaredtípicadelossemiconductoreseslareddeBravaisdetipo
cúbicacentradaenlacara(fccensussiglaseninglés)[3].Encadapuntode
laredseencuentraunconjuntodeátomos,labase,yserepitealolargode
todoelcristal.
Todoslospuntosdeunsólidocristalinotridimensionalsepuedenexpresar
comounacombinaciónlinealconcoeﬁcientesenterosdetresvectoresﬁjosai,i=1,2,3,dondeaestosvectoresﬁjosseleslamavectoresprimitivosdela
redyporsimplicidadlosdenotaremospora. Unavezobtenidoelcristal,
albloquedeconstrucciónmásbásico(volumendeﬁnidoporlostresvectores
primitivos)selelamaceldaprimitivaoceldaunitaria.
Paracomprenderlapropiedadesdeloselectronesenunasuperredse
estudiaráacontinuaciónsuspropiedadesenunaestructuracristalinaideal
perfectamenteperiódicaenqueseignoracualquiertipodecolisión,i.e.,no
setieneencuentalosprocesosdescatering. Unadescripcióndelelectrón
endicharedserealizamediantelaecuacióndeSchrödingerconunpotencial
periódicoV,
HˆΨ(r)=EΨ(r), (2.6)
dondeeloperadorhamiltonianoesHˆ=−2m∇
2+V(r).Llamemosvectorde
redladichovectordetraslaciónqueescombinaciónlinealdelosvectores
primitivosdelared.ElpotencialVserepiteperiódicamenteconlamisma
constantequelared,conloquesecumple
V(r)=V(r+l). (2.7)
con
l=na (2.8)
ynentero. Debidoaquelaestructuracristalinaesperiódica,sepuede
esperarquelaconductadelelectrónseaigualentodaslasceldasunitarias
delcristal,i.e.,queladensidaddeprobabilidaddelelectróntengalamisma
periodicidad:
Ψ(r)Ψ∗(r)=Ψ(r+l)Ψ∗(r+l). (2.9)
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DichocomportamientosedemuestraatravésdelteoremadeBloch1[3,5]
yconloquelasfuncionespropiasΨcorrespondientessonproductosdeuna
ondaplanaeik·rporunasfuncionesuk(r),
Ψk(r)=uk(r)eik·r, (2.10)
siendokelvectordeondadelcristalydondelasfuncionesuk(r)tienenla
mismaperiodicidadqueelpotencialV,
uk(r)=uk(r+l). (2.11)
Partiendode(2.10)y(2.11)selegaaquelafuncióndeondadelelectrón
satisfacelapropiedad
Ψk(r+l)=eik·lΨk(r). (2.12)
AlafuncióndeondadelelectrónΨyalasfuncionesutambiénseleslama
funcióndeondadeBlochyfuncionesdeBlochrespectivamente.Lasfun-
cionesdeondadeBlochsonlassolucionesdelaecuacióndeSchrödinger
(2.6).
Porotraparte,unaredasociadaalaredfísicadelcristalselamared
recíproca,queeslaredenelespaciodevectoresdeondak.Sihacemosincidir
unaciertaradiación(comoelectrones)sobreunsólidosepuedeproducirel
fenómenodeladifracción.Lacondicióndedifracciónparalaradiaciónes
queelvectordeondak−kseaprecisamenteunvectordelaredrecíproca,
dondekeselvectordeondaincidenteykeldeladifractada.Elequivalente
alosvectoresprimitivosdelsólidocristalinosonlosvectoresprimitivosde
laredrecíprocaqueporsimplicidadlodenotaremosporbyquecumplen
b·a=2π (2.13)
ydondeelvectordeondadelcristalkseexpresacomo
k=pb (2.14)
conpentero.Elequivalentedelaceldaprimitivaenlaredrecíprocasele
lamaprimerazonadeBrilouin.Unestudiodetaladosobrelaredrecíproca
apareceenelcapítulo2de[6].
MedianteelmodelodeKronig-Penneysehalalasolucióndelaecuación
deSchrödinger(2.6)paraunpotencialperiódicoVunidimensional[3](ver
ﬁgura2.1)deltipo
1elcualestablecequeelespectrodelHamiltonianoescontinuo,conbandasdeenergía
quesonfuncionesperiódicasdelvectordeondaconlaperiodicidaddelaredrecíprocay
separadasentreelasporgaps
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elproblemaentresdimensiones,resultaqueelelectrónestaráconﬁnadoen
ladireccióndecrecimientodelpotencialV,yenlasotrasdosdireccionesse
comportarácomounapartículalibre.
Parabandasdeenergíaestrechasyampliosgaps(lamadolímitetight-
binding)podemosaproximarlarelacióndedispersióndeunabandadeíndice
n[3]por
En(k)=Ecn+(−1)n∆n2cos(kl)+
2
2m k
2y+k2z , (2.20)
dondeEcndenotaelcentrodelasbandasdeenergíaykeslacomponentedelvectordeondaenladireccióndelejexdelcrecimientodelpotencialdonde
klvaríaen−πyπmientrasqueky,kzsonnúmerosreales.
2.2 Eldispositivofísico
Agrandesrasgos,unasuperredesuncristalartiﬁcial,delimitadoenlosex-
tremosporcontactos,quetieneunaestructuraperiódicadecapasnanométri-
casdedistintosmaterialessemiconductoresquesevanrepitiendo,locual
conﬁguraunpotencialperiódicoVparalaconduccióndeelectrones.Como
lasenergíasdelasbandasdeconducciónydevalenciaasícomoelgapen-
treelassondiferentesparalosdistintasmateriales,lasbandasdelared
sonunasucesiónperiódicadepozosybarreras. Unelectrónquesemueva
enladireccióndecrecimientodelasuperred(ejexenlaﬁgura2.5)seen-
contraráconunpotencialperiódicoformadoporunasucesióndepozosy
barreras.Segúnlaanchuradeestasbarreraslassuperredessepuedenclasi-
ﬁcarendébilmenteofuertementeacopladas.Eldispositivoestudiadoenesta
tesistendrálasbarreraslosuﬁcientementepequeñasparaconsiderarseuna
superredfuertementeacoplada,dondelalongituddeondadelelectrónes
mayorqueelperíododelaSL[7].Paraestetipodesuperredes,ladinámica
electrónicaanivelmesoscópicoconsisteenundipolodecargaquesemueve
conelﬂujodeelectronesatravésdelamuestra,parecidoalefectoGunnen
semiconductoresdetipobulk[8].Bajounciertorangodevaloresdelvoltaje
aplicado,estemovimientoelectrónicopuederesultarperiódicodandoalugar
aoscilacionesauto-sostenidasdelacorriente.Demaneramacroscópica,esto
setraduceenunﬂujodeelectronesquealpasarporunaseccióntransversal
deldispositivodeﬁnenunacorrientequedependeentreotrasvariablesdela
velocidadydelperﬁldeldipolodeladensidadelectrónica.
Acontinuaciónvamosadescribirpasoapasolasuperredestudiadaen
estatesis. Eneldispositivoseencuentrandemaneraalternadaunacapa
dematerialsemiconductorAlAsde1nmdeespesorconotradeGaAsde
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Deaplicar(2.22)a(2.21)obtenemos
x˙ = ∆l2 sinkl, (2.23)
y˙ = mky, (2.24)
z˙ = mkz. (2.25)
Siutilizamosque−eeslacargadelelectrónyqueF=∇W esmenosel
campoeléctrico,entonceslafuerzadeLorentzestádadaporfL,
fL=−e(−F+v×B), (2.26)
dedondeobtendremoslasecuacionessemiclásicasdemovimientodelelectrón.
De(2.26)obtenemos
k˙ = eF−ekym Bsinθ, (2.27)
k˙y = − kzm cosθ−
∆l
2 sinklsinθ eB+eFy, (2.28)
k˙z = eFz+eBm kycosθ, (2.29)
dondesehautilizadoque
v×B =
xˆ yˆ zˆ
v(k) vy vz
Bcosθ 0 Bsinθ
=ˆx(vyBsinθ)
+ yˆ(vzBcosθ−v(k)Bsinθ)−zˆ(vyBcosθ).
Podemosexpresarlavariacióndelacomponenteydelvectordeondadel
cristalapartirdelavelocidadenxyzdelasiguientemanera:
k˙y=eFy+(˙xsinθ−z˙cosθ)eB,
conloqueintegrandorespectodeltiempoobtenemos
ky−eB(xsinθ−zcosθ)=e Fydt.
SiasumimosqueW esindependientedey,entonces
ky=eB(xsinθ−zcosθ), (2.30)
16 Capítulo2.Conceptosgenerales
másunaconstantequedescartamos. Mediantelarelación2.30seobtieneel
sistemareducido
x˙ = ∆l2 sinkl, (2.31)
z˙ = mkz, (2.32)
k˙ = eF−eBm kysinθ, (2.33)
k˙z = eFz+eBm kycosθ. (2.34)
2.3.1 OscilacionesdeBlochyoscilacionesciclotrónicas
Seaelcasoenqueelcampomagnéticoesparaleloalejedecrecimientode
lospozos,i.e.,θ=0oenlasecuacionesanteriores(2.31)-(2.34).Tomandoel
campoeléctricoconstante,resolviendolaecuacióndiferencial(2.33),tomando
porsimplicidadlaconstanteaditivadeintegraciónnulaysustituyendoen
(2.31)halamosquelacomponentexdelmovimientodelelectróndepende
delafrecuenciaeFl/:
x˙=∆l2 sin
eFlt . (2.35)
Esteresultadoessimilarparasistemasunidimensionalesdondenohayin-
ﬂuenciadeuncampomagnético.Alavariablex˙lalamaremoscomponentex
delavelocidaddegrupovg.LafrecuenciaωB=eFlquepresentadichacom-
ponentedelavelocidaddegruposelamafrecuenciadelosciladordeBloch
[12,13,14].Porlotanto,estasoscilacionesconfrecuenciaωBaparecenenel
movimientoelectrónicocuandonoseconsideranprocesosdecolisionesenlos
electrones(ylavelocidaddegrupovgnoloscontempla)yelcampoeléctrico
esconstante.Sincamposmagnéticosdepormedio,estasoscilacionesfueron
predichasporZeneren1934[15]ynofueronencontradashasta1992enex-
perimentosdesuperredesnodopadas[16],dondeelperiodoldelasmuestras
debíadesermuchomenorquecualquierprocesodecolisióndeloselectrones.
Porotraparte,ycontinuandoconelcasoθ=0o,deaplicarelope-
radordiferencialddtenlaEDO(2.34)yconsiderar(2.30)obtenemosque
k¨z+ω2ckz=0,cuyasolucióneselosciladorarmónicosimpledefrecuencia
ωc=eBm cosθ=
eB
m. AlafrecuenciaωcquedependedelánguloθydelaintensidadmagnéticaBselalamafrecuenciaciclotrónica.Sesiguequela
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componentezdelaórbitadelelectrón,solucióndelaecuación(2.32),solo
dependededichafrecuenciaωc. Enconclusión,paravaloresθ=0o,enel
movimientoelectrónicosemiclásicolafrecuenciadeBlochestádesacoplada
delafrecuenciaciclotrónica.
Paraentenderelefectoqueproduceelcampomagnéticoconunángulo
0<θ<π/2sobreladinámicaelectrónicavolvemosalconjuntodeecua-
cionesdiferenciales(2.31)-(2.34)delmovimientodelelectrónparacampos
constantesysinpresenciadecolisiones. Aplicamoseloperadorddtsobre(2.34),sustituimosenlaecuacióndiferencialresultantelarelacióndeky
(6.6)yluegolasecuaciones(2.31)y(2.32),obteniendo
k¨z+ω2ckz=e
2B2∆l
4m 2 sin2θsinkl.
Siintegramossobrelavariabletemporallasecuacionesdiferenciales(2.31)y
(2.33)obtenemoslarelación
k=eFt− kz−kz0−eFzttanθ+k0,
dondek0ykz0sonlasconstantesdeintegración.SustituyendoestaúltimaecuaciónenlaEDOdesegundoordenparakzseobtienelaecuacióndiferen-
cialparaelosciladorarmónicoforzado:
k¨z+ω2ckz=e
2B2∆l
4m 2 sin2θsin ωB+
eFzltanθ t−l(kz−kz0)tanθ+lk0 .
(2.36)
Laórbitadelelectrónsemodiﬁcarádebidoalacoplamientoenlaanterior
ecuación,entrelafrecuenciaciclotrónicaωcylafrecuenciadeBlochωByen
concretodelafrecuencianaturalωcylafrecuenciaconductoraωB+eFzltanθ
deloscilador.

Capítulo3
Estudiospreviossobrelasuperred
GaAs/AlAs/InAs
Hayunagrandiversidaddetrabajospublicadosenrevistasylibrossobreel
dispositivoestudiadoenestatesis,endondesehanrealizadoestudiosexperi-
mentalesy/oteóricosdelamuestra.Acontinuaciónsepresentaunresumen
delostrabajosrelacionadosconlananoestructurayordenadoscronológica-
mente,conunabrevedescripcióndecadauno.Enlassiguientessecciones
sedescribiránenmásprofundidad.Losparámetrosdeldispositivodescrito
enelcapítuloanteriorestántomadosdeestostrabajos.Además,elpresente
capítulodalamotivaciónparaeldesarrolodeunnuevomodeloquecomple-
mentalosestudiosyarealizadossobreeltransporteelectrónicoensuperredes
bajolaaccióndeuncampomagnético.
Enelartículorealizadoenelaño2001porFromholdetal.[17],sein-
vestigaanivelteóricounamuestraGaAs/(Al0.3-Ga0.7)As(sinlamonocapa
deInAs)desolotrespozos.Enélseproponeunosciladorarmónicoforzado
paradescribirelmovimentoclásicoelectrónicobajolainﬂuenciadelcampo
magnético.Finalmentesecalculaunavelocidaddriftvd,queeslavelocidad
electrónicaqueconsideralascolisionesdeloselectrones,usandoelmodelode
Esaki-Tsu[18].Cuandosecumpleunadeterminadacondiciónderesonancia
enelosciladorarmónico,lastrayectoriasdeloselectronestrazanpatronesin-
trincadosderedesestocásticasenelespaciofásico.Estoharáquelasórbitas
deloselectronesresultenparcialmentenoacotadasyjustiﬁqueincrementos
enlacorriente. Todaestaargumentaciónservirádebaseparaelmodelaje
teóricoenlossiguientesartículos.
Enelestudiode[19],Patanéetal.(2002)investiganenunasuperred
GaAs/AlAscómoafectaenlasbandasdeenergíalaintroduccióndeuna
monocapadeInAs.Talcomoseindicóenlasección(2.2),losefectosprinci-
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palesdelainclusióndeestematerialesquesereducelaenergíadelaprimera
minibandafacilitandolainyeccióndeelectronesdesdeelcátodoyaumenta
elminigapentrelaprimeraylasegundaminibandas.
EnelartículopublicadoenNature[20],Fromholdetal.(2004)vuelven
arealizarlosmismosestudiosrealizadosen[17]peroestavezsobreelmismo
dispositivoqueseestudiaenlapresentetesis. Además,semuestrandatos
experimentalesrelativosaintensidadesmagnéticasdeB=11T.
EneltrabajodeFowleretal.[21]delaño2006semuestraunadependen-
ciaentrelostiemposdescateringylasintensidadesdelcampomagnéticoB.
Amayorintensidadmagnéticalostiemposentrecolisionesinelásticasaumen-
tan.Estedatosetendráencuentaparaencontraroscilacionesautosostenidas
delacorrienteenlassimulacionesrealizadasenestatesis.
En[22]dePatanèetal.(2006)sehaceunarevisióndelostrabajosprevios
[17],[20]y[21].
EnlatesisdoctoraldeHardwick(2007)[23]sedescribeelmodeloque
apareceen[20]basadoenlateoríasemiclásicadelmovimientoelectrónicoy
enelmodelodeEsaki-Tsuparacalculardistintosperﬁlesdelparvelocidad
driftycampoeléctricovd-F.Debidoalacoplamientoentrelasoscilacionesde
Bloch,ωB,ylasciclotrónicas,ωc,dichosperﬁlespresentanmáximosrelativos
adicionalessoloapartirdeintensidadesmagnéticasdeB=8T.
EneltrabajodeFowleretal(2007)[10]semuestrandatosexperimentales
relativosalacurvaI(V)conintensidadesmagnéticasdehasta47Tpara
ángulosθde0oy30o.Seponedemaniﬁestoquelacaracterísticacorriente-
voltajeI(V)tieneunadependenciaclaraenlaintensidadByenelángulo
θ.
EnGreenawayetal.(2009)[11]seextiendeelmodeloteóricoestudiado
enlostrabajosanterioresparacalcularoscilacionesautosostenidaslaco-
rriente.Estassolucionesestacionariasyperiódicassonobtenidasapartirde
ondasviajerasdedensidadeselectrónicascalculadasmedianteunaecuación
detransportedecargaundimensional. Enparticular,seconcluyequelos
diferentesmáximosrelativosadicionalesqueaparecenenlosperﬁlesdelpar
vd-Finducenmúltiplesdominiosdecargapropagándoseatravésdelamues-
traquerefuerzanlasoscilacionesdelacorriente.
EnSel’skietal.(2011)[24]secalculaelefectodelatemperaturaenla
velocidaddriftparaB=15Tyθ=40osiguiendoelmodelopropuestopor
Fromholdetal.en2001[17].Seconcluye,entrevariosresultados,quepara
T<50Kloscambiosenlatemperaturanotienenunefectosigniﬁcativoen
eltranporteelectrónico.Caberecordarquelatemperaturaconsideradapara
lasuperredGaAs/AlAs/InAsestudiadaenestatesisesdeT=4.2K.
Enelcapítulo5de[9]serevisalateoríaquesustentaelcálculodelos
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perﬁlesvd-F.
EneltrabajodeBalanovetal.(2012)[25]seinvestigaelefectodel
incrementodelatemperatura(hastatemperaturaambiente)sobreeldispo-
sitivomedianteunmodelosimilara[11]incluyendountérminodifusivoenla
ecuacióndetransporte.Seconcluyeeneltrabajoqueamayortemperatura
lasoscilacionesdelacorrientedelasuperreddisminuyentantoenamplitud
comoenfrecuencia.
Alexeevaetal.en2012[26]analizanunamuestradequincepozoscuán-
ticossiendolosdemásparámetrosdeldispositivoigualesaldeldispositivo
estudiadoenestamemoria.Seobtienendatosexperimentalesatemperatu-
rasdeT=4.2KconB=7TytambiénaT=293Kperosinpresenciade
campomagnético.Secomparanresultadosusandoelmodeloteóricodescrito
en[11].
Enelcapítulo5de[27],Greenawayetal.(2012)detalanelmodelo
teóricoutilizadoen[11].
En[28]Sel’skietal.(2015)hacenunestudioteóricodelaSLaB=
15Tutilizandoelmismomodeloqueen[11]peroatemperaturaT=200K.
Además,seconstruyeunretratofásicoapartirdelmétodopropuestopor
Takens[29],dondesepintalacorrienteI(t)vsI(t−t)enelquetesun
tiempodedemoraigualauncuartodeperiododentrodeunrégimende
oscilacionesdelacorrienteestacionario.
3.1 Estudiosexperimentales
Pasamosadescribirconunpocomásdedetalelostrabajosanterioresen
losquesedescribenexperimentosrealizadosconlaSLdescritaenlasección
(2.2).Serecogenlosdetalesmacroscópicosexperimentalesdeltransporte
electrónico,quesonladependenciadelascurvasI(V)delcampomagnético
aplicado.Amenosquesedigalocontrario,todoslosexperimentosserealizan
aunatemperaturaT=4.2K.
Lasuperredescreadausandolatécnicadecrecimientoepitaxialporhaces
moleculares[30](MBEensussiglaseninglés),dondeloshacesincidensobre
unsustratodeGaAsenelquesehacecrecerlascapassucesivasdematerial
semiconductor.
EnelartículodeNature[20]semuestrandistintosperﬁlesdelacurva
I(V)dondeseﬁjalaintensidadmagnéticaB=11Tysevaríaelánguloθdel
campomagnéticoBrelativoalejedecrecimientodelasuperredparavalores
0o≤θ≤90o.Lacurvaexperimentalcorrespondienteaθ=0omuestraun
comportamientoóhmicodelacorrienteIhastaunvoltajeaproximadamente
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deV≈200mV,yapartirdeesevalorsemantieneaunvalorconstante
deI≈11mA.PeroparalascurvasI(V)correspondientesalosvaloresde
10o≤θ≤55oseobservaentodaselasunaregióndondehayunaumento
delacorrienteapartirdeV≈250mV.Estosincrementossejustiﬁcanen
elartículomediantecálculosdondelaentradaenresonanciadelasoscila-
cionesdeBlochylasoscilacionesciclotrónicasgeneranextensionesenlas
trayectoriassemiclásicasdelelectrón.
EneltrabajodeFowleretal.[10]seexperimentacondistintasintensi-
dadesmagnéticas,dehasta47T,paraángulosθde0oy30o.Lasmediciones
delacorriente-voltajeI(V)setomanalmáximodelpulsodelcampomag-
néticodentrodeunmilisegundo,enelquelaintensidaddedichocampose
mantuvoconstantedentrodel±1%. Lasmedicionesmuestranquelaca-
racterísticacorriente-voltaje,curvasI(V)enlaﬁgura3de[10],tieneuna
dependenciaclaraenlaintensidadBydelánguloθ.Demaneraresumida,
sepuededecirqueﬁjandoelánguloθ=0o,unamayorintensidadBdel
campomagnéticoproduceunasupresióndelacorrienteIeneldispositivo:
aintensidadmagnéticanula,elmáximolocalobservabledelacorrientees
deaproximadamente17mAjustoenlazonadondeacabalaregiónóhmica
deI(V)ycomienzalazonadeconductanciadiferencialnegativa,mientras
queestemáximolocaldecrecehastalegaraproximadamentealos2.5mA
paraB=47T.Porotraparte,siseﬁjaelánguloθa30oelcomportamiento
óhmicoessimilarqueenelcasoθ=0o,peroamedidaquevanaumentando
losvoltajesyporlotantoloscamposeléctricoslacorrienteexperimentaun
fuertecrecimiento.
EnelartículodeAlexeevaetal[26]seconstruyeunasuperreddelas
mismascaracterísticasexceptoenqueseañadeunperíodo más,conun
totaldequincepozos. Ademásdeobtenerdatosadistintastemperaturas,
seconsiguemedirlasfrecuenciasylasamplitudesdelasoscilacionesdela
corrienteenlaSLmedianteunanalizadordeespectroAnritsu(MS2667C)
paraT=4.2KyB=7T.Enparticularsealcanzanamplitudesmáximasde
lasoscilacionesdelacorrientede0.6mAcuando60o≤θ≤75oyseregistran
frecuenciasdeaproximadamente0.8GHz(verﬁgura3de[26]).
3.2 Estudiosteóricos
Enlossucesivosapartadossedesarrolanlosconceptosteóricosqueapare-
cenenlosdistintosartículos. Talesconceptosenglobanladeduccióndela
ecuacióndelosciladorarmónicoforzadoapartirdelasecuacionessemiclásicas
delmovimientodelelectrónsuponiendouncampoeléctricounidimensional.
Lasoluciónnuméricadelaecuacióndelosciladorserviráparacalcularuna
3.2.Estudiosteóricos 23
velocidaddriftvd(F)paraloselectrones,usandounageneralizacióndelafor-
mulacióndelmodelounidimensionaldeEsaki-Tsu.Dichavelocidadincluirá
losefectosdescatering.Fijandounánguloθyunaintensidadmagnética
B,lavelocidaddriftvdserviráparaconstruirlosperﬁlesteóricosvd-F.Fi-
nalmente,elmodelosecomplementaconelcálculodedominiosviajerosde
cargaquegeneranoscilacionesautosostenidasdelacorriente.
3.2.1 Modelosemiclásico
Siguiendoelmismoprocedimientoqueenlasección2.3paraladinámicadel
transporteporminibanda,peroconsiderandouncampoeléctricoconúnica-
mentelacomponentexnonula,selegaalsistemadeecuacionessemiclásico
[9]
x˙ = ∆l2 sinkl, (3.1)
z˙ = mkz, (3.2)
k˙ = eF−eBm kysinθ, (3.3)
k˙z = eBm kycosθ, (3.4)
k˙y = eB(˙xsinθ−z˙cosθ), (3.5)
queessimilaralsistema(2.31)-(2.34),salvoporlascomponentesFy,Fz
delcampoeléctricoquesonnulas.Aplicandoeloperadorddta(3.4),susti-
tuyendoenlaecuacióndiferencialresultantelarelacióndek˙y(3.5)yluego
lasecuaciones(3.1)y(3.2),seobtiene
k¨z+ω2ckz=e
2B2∆l
4m 2 sin2θsinkl,
dondeωc= eBm cosθeslafrecuenciaciclotrónica. Siintegramossobrelavariabletemporallaecuacióndiferencial(3.3)utilizando(3.4)obtenemosla
relación
k=eFt−(kz−kz0)tanθ+k0,
dondek0ykz0sonlasconstantesdeintegración.SustituyendoestaúltimaecuaciónenlaEDOdesegundoordenparakzseobtienelaecuacióndiferen-
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cialparaelosciladorarmónicoforzado,
k¨z+ω2ckz=e
2B2∆l
4m 2 sin2θsin{ωBt−l(kz−kz0)tanθ+lk0},
(3.6)
dondeωB = eFleslafrecuenciadeBloch. Porlotanto,resolviendola
ecuacióndiferencialanteriorsehalantodaslasvariablesdelsistemasemi-
clásico.Enconcreto,resolviendolaecuacióndelosciladorarmónicoforzado
sehalalavelocidadenladirecciónxdelelectrónx˙. Apartirdeahoraa
estavelocidad(quenotieneencuentaelscatering)lalamaremosvelocidad
degrupounidimensionalvx =˙x:partiendodeunascondicionesiniciales,
ﬁjandolosparámetrosintensidadyángulodelcampomagnético(Byθres-
pectivamente)ysuponiendoqueseconoceelcampoeléctricoF,podremos
calcular,unavezresueltalaEDO(3.6),lavelocidadvxquedependerádelos
parámetrosyvariableanteriores,i.e.,vx=vx(F,B,θ).
3.2.2 Scatteringycálculodelavelocidaddrift
Enesteapartadoseexplicaelprocedimiento(tomadode[23])decómose
añadealavelocidaddegrupovxlosprocesosdescateringocolisionesdelos
electrones,generalizandolaformulaciónunidimensionaldeEsaki-Tsu[18].
Consideremosuntiempomediodecolisiónτ. Llamaremosalaveloci-
dadquetieneencuentaτvelocidaddriftvd.SeaN(t)elnúmerodeelec-
tronesquepermanecensincolisionaratiempot,conN(0)=N0.Seadt
unintervalodetiempoinﬁnitesimalyseadt/τlaprobabilidaddequeuna
colisiónocurraenelintervalodt.EntoncesN(t)dt/τseráelnúmerodeelec-
tronesquehancolisionadodentrodelintervalodt. Consecuentementeel
númerodeelectronesquepermanecensincolisionareneltiempot+dtserá
N(t+dt)=N(t)−N(t)dt/τ.Latasadecambiodelnúmerodeelectrones
sincolisionares:
dN
dt=
N(t+dt)−N(t)
dt =−
N(t)
τ . (3.7)
Delproblemadevalorinicial
dN
dt=−
N(t)
τ , N(0)=N0, (3.8)
seobtienequeN(t)=N0e−t/τ.Laprobabilidaddequeunelectrónenel
intervalodtcolisionesepuedevercomoelnúmerodeelectronesquehancoli-
sionadodentrodedichointervalodivididoporelnúmeroinicialdeelectrones
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sincolisionarN0. Multiplicandodichaprobabilidadporlavelocidadvxdel
sistemasemiclásicoeintegrandosobretodoeldominiotemporalseobtiene
lavelocidaddrift
vd=
∞
0
vx(t)1τ
N(t)
N0dt=
∞
0
vx(t)1τe
−t/τdt. (3.9)
Laexpresiónyelvalornuméricoqueseutilizaparaτes[11,20,23,27]
τ=τi τeτi+τe=250fs (3.10)
,dondeτirepresentaeltiempodecolisióninelásticodebido,porejemplo,a
fonones(vibracionesdelaredcausadosporlatemperaturaTdelasuperred
yalancho∆delaprimeraminibanda)yτerepresentaeltiempodecolisión
elásticodebidoalasimperfeccionesenlaconstruccióndelasuperred.Estos
valoresestánﬁjadosaτi=2.1psyτe=29fsenlostrabajos[11,20,23,27]
paraintensidadesdelcampomagnético11T≤B≤15T.Paraotrastasasde
scateringyotrasintensidadesmagnéticassepuedetomarcomoreferencia
[21].Porúltimo,lavelocidaddriftsecorrigemultiplicándolaporunfactor
δ=τ/τi[23,27],conloque
vd=1τi
∞
0
dtvx(t)e−t/τ. (3.11)
Paralavelocidaddriftunidimensionalresultantesehanasumidolassuposi-
cionesdequedespuésdecadacolisiónelmomentodelelectrónescero,el
campoeléctricoFesúnicamentenonuloenladireccióndecrecimientodelos
pozoscuánticos(debidoaqueelmodelodeEsaki-Tsuesunidimensional),la
intensidaddelcampoeléctricoseconsideraconstanteparaladeterminación
delacaracterísticavd−F(siguienteapartado3.2.2.1),sedescartalaexpan-
sióntérmicadeladistribucióninicialdelmomentoelectrónicoatemperaturas
ﬁnitas,eltiempodescattering,laintensidaddelcampomagnético,latempe-
raturayelpotencialquímicosonconstantesyloselectronesnosaltanentre
bandasdeenergía[23,31].Enelsiguientecapítulosedetalaráunmodeloen
elquesíseconsideraráunavelocidaddriftbidimensionalyademástendrá
encuentaherramientasmáscontundentesparadescribirlosmecanismosde
scatering.
3.2.2.1 CaracterísticaCampo-Velocidad
Elpuntoclavedela mayoríadelostrabajoscitadosenestecapítulose
debealparvelocidaddrift-campoeléctrico(vd−F).Lacurvavd−Fse
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obtieneapartirdeconsiderarelcampoeléctricoconstante. Lavelocidad
drift(3.11)secalculacomoenlasecciónanterior,porloquesedeberáhalar
lavelocidadsemiclásicaodegrupovxresolviendolaecuacióndiferencialde
segundoordendelosciladorarmónicoforzado(3.6). Unatécnicahabitual
consisteentomarunpromediodemásde2500condicionesiniciales,px0,qy0ypz0,determinadasporlacondición[20,23,27]
Emax=E(px)+q
2y0+p2z0
2m , (3.12)
dondeEmaxeslaenergíadelelectrónapartirdesutemperaturaefectivaTef.
En[27]seconsideraEmax≈10meV.Estaenergíaconsisteenlatemperatura
delasuperred,T=4.2K,conloquekBT≈0.4meVydeuncalentamiento
debidoalvoltajequesetomacomoenergíacinéticadelcampoeléctricode
aproximadamente∆/2.Lavelocidaddriftvd,considerandolascondiciones
inicialesanteriores,queda
vd=1τi
1
I
I
i=0
∞
0
dtvx,i(t)e−t/τ. (3.13)
Elíndiceidelsumatoriorepresentalacondicióninicialpx0,i,qy0,i,pz0,idelconjuntodetodaslascondicionesinicialesI,queresuelveelsistemasemi-
clásico(3.1)-(3.5)paraobtenerlavelocidaddegrupovx,i.
En[11]secalculalavelocidaddriftaunánguloeintensidadmagnética
deθ=40oyB =15Trespectivamente,dondeparaciertosvaloresdel
campoeléctricoaparecenmáximosrelativosadicionalesenelperﬁlvd−F
acompañadosporlotantoderegionesdevelocidaddiferencialnegativa(NDV
ensussiglaseninglés).Apartirdelaecuacióndelosciladorarmónicoforzado
(3.6)sededucequecuandoθ=0oelmovimientociclotrónicoesseparable
delmovimientodeBloch.Perocuandoθ=0oseproduceunacoplamiento
nolinealentrelosdostiposdemovimiento.Enparticular,paralosvalores
delvoltajeenlosqueelcociente
r=ωBωc
esunentero,lasfrecuenciasdeBlochyciclotrónicasentranenfuertereso-
nanciagenerandomáximosadicionalesenelperﬁlvd−F[20].Estospicos
tendránasociadosregionesadicionalesdeNDVqueinducirándinámicasde
propagacióndedominiosdecargaintrincados(calculadosusandoelmodelo
explicadoenlasiguientesección)atravésdelasuperred[11,27]. En[23]
semuestraquenoeshastaintensidadesmagnéticasigualesosuperioresa
B=8Tcuandoaparecentalespicosenelperﬁlvd−F.
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diferencialparaelcampoeléctricoFi:
ednidt+
Ji−Ji−1
∆x = 0, (3.14)
Fi+1−Fi
∆x =
e
ε(ni−nD), i=1,..,Nx, (3.15)
dondeεeslaconstantedieléctrica(productodelapermitividadabsolutay
relativa)yJiesladensidaddecorriente.Eldopajedelamuestra,nD,se
consideraconstanteengeneral,conlaexcepciónde[23],enelqueencada
nodoxiseconsidera
nDi=nD exp − 2FionF(i)+F(i+1) , (3.16)
dondeFion=150KVm−1eselcampocaracterísticodebidoalosdonantes
ionizadosdeldopaje.
LadensidaddecorrienteJieselﬂujodeelectronesmoviéndosedelnodo
xialxi+1yestádeﬁnidapor
Ji=enivi, i=1,..,Nx. (3.17)
Elmodelonoconsideratérminodifusivoenladensidaddecorrientedebido
alabajatemperaturadelasuperred(T=4.2K).Paratemperaturasaltas
deldispositivo,sepuedenconsiderarlasreferencias[28]conT=200Ky[25]
paralaSLatemperaturaambiente,dondeenesteúltimotrabajoseincluye
untérminodifusivoenladescripcióndeladensidaddecorriente.
LadensidaddecorrienteJidependedirectamentedelavelocidaddriftvi,
yéstaasuvezdelasecuacionesdelmovimientosemiclásicodelelectrón
(3.1)-(3.5)teniendoencuentalascolisionesentreelectronesoscateringme-
diantelaaproximacióndeEsaki-Tsu[18](enlasubsección(3.2.2)sedetala
cómoseobtienedichavelocidad).Porlotanto,lavelocidaddriftdependerá
indirectamentedeloscamposeléctricoymagnéticoydelainclinaciónde
esteúltimo,todoelovíalavelocidadsemiclásicavxobtenidamediantela
resolucióndelsistema(3.1)-(3.5):
vi=v(vx(Fi,B,θ)). (3.18)
ElcampopromedioFiseobtienededistintasmanerassegúnautores. En
[23]elcampopromedioseconsideracomolamediadelosvecinosdecada
densidaddecargani,
Fi=Fi+Fi+12 , (3.19)
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mientrasqueen[27]sehaceelpromediosobreunentornodeniaunadis-
tanciadeunperiododelongitudd,
Fi= 1Np
i+Np/2
i−Np/2
Fi, (3.20)
dondeNpeselnúmerodenodosquehayenunperíodo.
Lainyeccióndecorrienteenelcátodoessimuladamediantelacondición
óhmica
J0=σF1, (3.21)
dondeapartirdelmodelodeDrudesedeterminaquelaconductividades
σ=e
2τcnc
m (3.22)
siendonc=1023m−3,τc=90fs[23],eldopajeyeltiempodeescattering,
respectivamente,enelcontacto.Porotraparte,eneltrabajo[26]seconsidera
laconductividaddependientedelcampomagnético,
σ(B)= σc1+(ωcτcsinθ)2, (3.23)
dondeωc=eB/m,σc=3.8×103Ωm−1yτc=90fs.
Laszonasdeacumulacióndecargayelrestodelcontactoinyectorestán
separadasporunaláminadecargadedensidadbidimensionalvariable,nl,
quesirveparalatransicióndelcampoconstanteF0alcampoF1.Porlotanto,
estaláminaestaráseparadaaunadistanciasdelprimerpozocuántico.La
ecuacióndePoissondalarelaciónparaladensidadbidimensionalnlvariable
siguiente:
F1−F0=eεnl. (3.24)
Delamismamanera,laecuacióndePoissonrelacionaelcampoFNx+1,atravésdelazonademermadecarga,conelcampoconstanteF0delaregión
extremaderechadelcontactomedianteladensidaddedopajeenloscontactos
n0,
F0−FNx+1
q =
e
ε(−n0), (3.25)
dondedespejandoF0eintegrandosobrelazonademermadeelectronesnos
daelvoltajeVcendicharegión:
Vc=qFNx+1−eq
2
2εn0. (3.26)
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Elvoltajetotaldelsistemaserelacionaconelpromediodelcampoencada
nodoxi,(Fi+Fi+1)/2,conelcampoenlasregionesdeloscontactossalvo
lazonademermadeelectrones,dondeseutilizaelvoltajeVc,yporúltimo
conuntérminoqueinvolucraelrestodecomponentesdelcircuitoconectado
aloscontactos:
V=∆x2
Nx
i=1
(Fi+Fi+1)+(c−s)F0+sF1+Vc+(c−q)F0+σF0ARext,
(3.27)
dondeAeseláreadelaseccióntransversaldeldispositivoyRext=17V/A
eslaresistenciaquedescribelaconexiónentrelamuestraylosdiferentes
componentesdelcircuito.
LasincógnitasdelproblemasonlosNx+2camposlocales,lasNxdensidades
decargalocales,ladensidadbidimensionalnlyladistanciadelazonade
mermadeelectronesq.
Cuandoθ=0o,lassimulacionesrealizadasen[11,27]muestrandomi-
niosdecargaviajerostípicosdelefectoGunn(dondeelcálculodelacurva
vd(F)presentaunúnicomáximorelativo),dandoalugaraoscilacionesau-
tosostenidasdelacorriente.CuandolasfrecuenciasdeBlochyciclotrónicas
entranenresonancia,i.e.,elcocienter=ωB/ωcresultaserenteroyademás
lasintensidadesmagnéticassonmayoresa8T(dondeahoralacurvavd(F)
tendrávariosmáximosrelativosadicionales),entoncessecreanpatronesmás
complicadostalescomomúltiplesdominiosdecargaqueallegaralcolector
inducenvariospicosenunamismaoscilacióndelacorriente.
Estemodelosimpliﬁcaladescripciónbidimensionaldeladinámicaelec-
trónicadebidaalapresenciadecampos magnéticosusandounafunda-
mentaciónenelmodelodeEsaki-Tsuparaeltratamientodecolisionesy
unaecuacióndetransporteunidimensionalparaelcálculodelosdominios
viajerosdecargaylasoscilacionesautosostenidasdelacorriente.Enelsi-
guientecapítulosemuestraunmodelomásrealistarespectoalostérminos
decolisiónytomaráencuentaelcarácterbidimensionaldeladinámicaelec-
trónica,queesmásacordeparaladescripcióndeltransporteelectrónicoen
superredesbajolaaccióndeuncampomagnético.
Capítulo4
Descripcióndelmodelo
Estecapítulopresentaunmodelomatemáticobasadoenlateoríacinética
paraladescripcióndeltransporteelectróniconolinealbajolainﬂuenica
deuncampomagnético. Lateoríacinética(yenconcretolaecuaciónde
Boltzmann)estádocumentadaenmuchosmanualescientíﬁcosdondesees-
tudialadinámicadelosgasesrariﬁcados[32,33]. Dichosgasescontienen
delordende1023partículasqueinteractúanunasconotras,conloquese
deberíaresolverdelordende1023ecuacionesacopladasparadeterminarla
ecuacióndelmovimientodecadaunadeelas.Comoestonoesabordable,
paradescribirdichogasseintroducelafuncióndedistribuciónofunción
dedensidadfdependientedelavariabletemporalydelasvariablesque
deﬁnenelestadofísicodelaspartículas.Dichasvariablessonlavariablees-
pacialyladevelocidadtridimensionales,xycrespectivamenteennotación
de[32],quedeﬁnentodoelespaciofásico.Porlotantolateoríacinéticades-
cribeelestadodelgasatravésdelafuncióndedistribuciónf(x,c,t)donde
Nx,c,t=f(x,c,t)dxdcdaelnúmerodepartículasqueocupanunaceldadel
espaciofásicodeﬁnidaporlasdimensionesdxdcatiempot. Porlotanto,
Nx,c,teselnúmerodepartículasatiempotconvelocidadesenelrangode
{c,c+dc}queseencuentranenelintervalo{x,x+dx}.
Contodoesto,elestadodelgasesconocidocuandoesconocidasufun-
cióndedistribuciónf(x,c,t). Calculandolosmomentosdelafunciónde
distribuciónsepuedeconocerelnúmerodepartículasentodoelvolumen,
ladensidaddeestaspartículasosuvelocidadpromedio. Porejemplo,si
integramoslafuncióndedistribuciónsobretodoelespaciovelocidadobten-
dremossudensidadn
n=
∞
−∞
∞
−∞
∞
−∞
dcf. (4.1)
Laanalogíaentrelateoríamatemáticadelosprocesosdetransporteengases
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yeltransporteelectrónicoesclara.Enestecapítulosedesarrolaráunmodelo
matemáticodondelafuncióndedistribuciónelectrónicadependerádelas
variablesespacialesr=(x,y,x)ydelasvariablesqueconformanelespacio
delosmomentosk=(k,ky,kz). Unextensotratamientosobretécnicas
matemáticasacercadeltransporteelectróniconolinealsepuedeencontrar
enBonilaetal[34].
Unapropiedadelectrónicaquesepuedeencontrarexperimentalmenteen
superredessemiconductorasbajociertascondicionessonoscilacionesesta-
cionariasdelacorrientedebidasalaformaciónrepetidadepulsosdelcampo
eléctricoqueviajanhaciaelcolector[7].Teóricamente,aunquemuchascua-
lidadesdeltransporteelectrónicopuedenserestudiadasignorandolosefectos
espacialesdelacarga,elestudiodeestasoscilacionesautosostenidasdela
corrienterequierentomarenconsideracióndichosefectosespaciales. Para
elobastaacoplaralaecuaciónquedalaevolucióneneltiempodelafun-
cióndedistribución,lamadaapartirdeahoraecuacióncinética,laecuación
dePoissonparaelpotencialeléctrico.Desde1970sehanpropuestomodelos
matemáticosbasadosenlaecuacióndetransporteelectrónicodeBoltzmann,
dondeelprimerodetodossedebeaKtitorov,SiminySindalovski[35]
en1971. Nofuehasta2003cuandoBonilaetal[2]incluyeronlosefec-
tosespacialesdelacargahalandosolucionesnuméricasconoscilacionesau-
tosostenidasestablesdelacorriente.
Elmodeloquedescribimosenestecapítuloampliaelestudiodeltrans-
porteelectróniconolinealasuperredesbajolainﬂuenciadeuncampomag-
néticoapartirdelaecuacióncinética,lacualcontendráuntérminodecoli-
sionesdetipoBhatnagar-Gross-Krook(BGK)[1].
4.1 EcuacionesBGK
LaecuaciónBoltzmanndalaprobabilidaddequeunestadoestéocupado.
Talcomosehadichoantes,estadistribucióndeprobabilidadf(r,k,t)reside
enelespaciodefasedelasvariablesryk.Nosinteresaráconocersuevolución
eneltiempo,estoes
df(r,k,t)
dt =
∂
∂t+
dr
dt
∂
∂r+
dk
dt
∂
∂k f(r,k,t)=
∂
∂tf(r,k,t)|COL
(4.2)
Comoen(4.1),lasiguienterelaciónnosdaladensidadelectrónicatridimen-
sionalapartirdelaintegracióndelafuncióndedistribuciónsobreelespacio
delosmomentos:
n = 2(2π)3
π/l
−π/l
dk
∞
−∞
∞
−∞
dkydkzf, (4.3)
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dondelafunciónfes2π/lperiódicaenlacomponentek. Cabedecirque
nesunadensidadtridimensional,lasdimensionesdekesm−3yqueporlo
tantofyfBnotienendimensiones.
Eneldesarrolodelaecuación(4.2),eltérminodeladerecharepresentael
términodecolisiones[2,36,37]
∂
∂tf |COL
=−νe(f−fB)−νpAf, (4.4)
dondeelprimertérminodecolisiónde(4.4)representalaaproximaciónde
tiempoderelajaciónquetiendearestaurarelequilibriodescritoporladis-
tribucióndeequilibriolocaldeBoltzmannbidimensionalcadavezqueocurra
unprocesodescatering(debido,porejemplo,alascolisionesinelásticasde
losfonones)conunafrecuenciaνetomadaporsimplicidadcomoconstante
(unmodelosimilarfuepropuestoporIgnatovyShashkin[38,39]). Else-
gundotérminoesdebidoalafrecuenciadecolisiónelásticaνp1,también
tomadaconstante,dondeAf=1/2(f(r,k,t)−f(r,−k,t))[2,7,35].Este
últimotipodecolisiones,queconservanlaenergíaysolocambianelmomento
deloselectrones,esdebidoalasimpurezasdelasuperredcausadasporáto-
mosdopantesquedeformanelpotencialperiódico.Paraunadescripciónmás
detaladadeesteúltimotérminodecolisiónelásticoconsultar[40].
Convienerecordarelsistemareducido(2.31-2.34)desarroladoenelcapí-
tulo(2)delasecuacionessemiclásicasdelmovimientodelelectrón:
x˙ = ∆l2 sinkl, (4.5)
z˙ = mkz, (4.6)
k˙ = eF−eBm kysinθ, (4.7)
k˙z = eFz+eBm kycosθ, (4.8)
donde
ky=eB(xsinθ−zcosθ), (4.9)
loscamposeléctricoF=(F,Fy,Fz)ymagnéticoB=(Bcosθ,0,Bsinθ)y
∆,l,θ, ymlaenergíadelaminibanda,lalongituddelperíodo,elángulo
entreelcampomagnéticoyelejedecreciemientodelasuperred,laconstante
1Lasfrecuenciasνeyνptienensuequivalenciaenelinversodelostiemposdescatering
1/τiy1/τe,respectivamente,delostrabajoscitadosenelcapítulo3
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dePlanckylamasadelelectrónrespectivamente.Sustituyendolostérminos
decolisiones(4.4)yelsistema(4.5-4.8)en(4.2)obtenemos
∂t + ∆l2 sinkl∂x+
kz
m∂z+e
F−Bmkysinθ ∂k
+ e Fz+Bmkycosθ ∂kz+νe+νpA f=νef
B. (4.10)
UtilizamoslaspropiedadesdelafuncióndeltadeDiracparaeliminarla
dependenciadefsobrelavariableky.Sea
f=δ(ky−eB(xsinθ−zcosθ))2πLyf˜(x,z,k,kz,t), (4.11)
dondeLyeslalongituddeldispositivoenladireccióny.Entonces
n= 2(2π)3
π/l
−π/l
dk
∞
−∞
∞
−∞
dkydkzf= 2(2π)3
2π
Ly
π/l
−π/l
dk
∞
−∞
dkzf˜(4.12)
dondeeneldesarrolode(4.12)sehautilizado(4.11)yque ∞−∞dkyδ(ky−(xsinθ−zcosθ)eB/)=1.
Apartirdeahoraseharáelusodenotacióntomandof(x,z,k,kz,t) =
f˜(x,z,k,kz,t)porclaridad.
Lafuncióndedistribuciónfylafuncióndedistribuciónenelequilibriotiene
lamismadensidadelectrónicaparapreservarlacontinuidaddelacarga,tal
comoenlosmodelosdecolisiónBGK(Bhatnagar-Gross-Krook)[1].Porlo
tanto,
n= 2(2π)2Ly
π/l
−π/l
dk
∞
−∞
dkzf= 2(2π)2Ly
π/l
−π/l
dk
∞
−∞
dkzfB. (4.13)
UncaminoparahalarlafuncióndedistribuciónenelequilibriolocalfBes
asumirquefB∝exp{−E(k)/(KBT)}dondeE(k)eslarelacióndedispersión
paralaprimeraminibanda(2.21),KB laconstantedeBoltzmannyTla
temperaturadelasuperred.SeaAlaconstantedeproporcionalidad,entonces
delarelación(4.13)entrenyfBseobtiene
n= 2A1(2π2)Ly
π/l
−π/l
dk
∞
−∞
dkze∆coskl−
2
m k2z 12KBT (4.14)
dondeA1=Aexp{−k2y 2/m−∆ /(2KBT)}.DefB=Aexp{−E(k)/(KBT)}ydelarelación(4.14)selegaaque
fB= ne
(∆2coskl−
2
2mk2z) 1KBT
2
(2π)2Ly
π/l
−π/l
dk
∞
−∞
dkze(∆coskl−
2
m k2z) 12KBT
. (4.15)
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MediantelaformaintegraldelasfuncionesdeBesselmodiﬁcadas
Ij(ξ) = 1π
π
0
dαeξcosαcosjα (4.16)
selegaalaexpresióndefB(k,ky;n)siguiente:
fB= lLy
I0 ∆2KBT
π
2mKBTne
(∆coskl− 2m k2z) 12KBT (4.17)
Larelaciónparaladensidaddecorrientelaobtenemosmediantelavelocidad
degrupoelectrónicav(k,kz)=1∂E(k,kz)∂(k,kz) provenientedelsistemasemi-clásicodelmovimientoelectrónicoymultiplicandoporlaunidaddecargae
(donde−eeslacargadelelectrón):
Jn= 2e(2π)2Ly
π/l
−π/l
dk
∞
−∞
dkzv(k,kz)f (4.18)
ParaincluirloscambiosespacialesenelpotencialeléctricoW(x,z,t)(ypor
tantoenelcampoeléctrico)poracumulacióndecargaacoplamoslaecuación
cinéticaalaecuacióndePoisson
ε(∂2x+∂2z)W = e(n−ND), (4.19)
dondeenelcapítulo(2)seestablecióqueF=∇W esmenoselcampo
eléctrico.εyND sonlaconstantedieléctricayladensidaddeldopajeres-
pectivamente.Elmodelodelaecuacióncinéticaconlosmismostérminosde
colisionesquesehanvistojuntoconlaecuacióndePoisson,sinlainﬂuencia
deuncampomagnéticoyutilizandounadistribucióndeFermi-Diracuni-
dimensionalfueutilizadoporprimeravezporBonila,EscobedoyPerales
[2].Porúltimo,inspeccionandolaecuacióncinética4.10parececonveniente
deﬁnirelsiguientecambioenelpotencialeléctrico:
Ω=W−
2k2y
2em, (4.20)
conloqueelsistemaBGK-Poissoncondimensionesqueda:
∂t+∆l2 sinkl∂x+
kz
m∂z+e
∂xΩ∂k+e∂zΩ∂kz+νe+νpA f=νefB,
(4.21)
ε(∂2x+∂2z)Ω =e n−ND−εB
2
m . (4.22)
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4.2 Transformacionesenlafuncióndedistribu-
ción
Elobjetivodeestasecciónesreescribirlarelación(4.18)deladensidadde
corrienteJnenfuncióndelastransformadasdeFourierdelafuncióndedistribuciónf.Comofes2π/lperiódicaenlacomponentek,entonces
f(k,kz) =
∞
j=−∞
eijklfj(kz). (4.23)
AsuvezfjvienedeﬁnidaporlatransformadacontinuadeFourier
fj(kz) =
∞
−∞
dζeikzζfˆj(ζ) (4.24)
conloque
f(k,kz) =
∞
j=−∞
∞
−∞
dζeijkl+ikzζfˆj(ζ), (4.25)
dondeelcoeﬁcientefˆj(ζ)vienedeﬁnidopor
fˆj(ζ) = l2π
π/l
−π/l
dk
∞
−∞
dkz
2πe
−ijkl−ikzζf(k,kz). (4.26)
Ademástambiénseutilizaráenlasiguientesecciónque
i∂ζfˆj(ζ) =
∞
−∞
dkz
2πkze
−ikzζfj(kz). (4.27)
Notarquede(4.13)obtenemos
fˆ0(0) = l2Lyn=fˆ
B0(0). (4.28)
4.2.1 Densidadesdecorrienteyecuacionesdelos mo-
mentos
Calculamosporseparadolascomponentesdelaformavectorialdeladen-
sidaddecorrienteJn =(Jnx,Jnz)de(4.18)considerandolasrelaciones(4.5)y(4.6)paralavelocidaddegrupo,dondesetieneencuentaque
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fj(kz)=l2π
π/l
−π/l
dkfe−ijklde(4.26)ylarelaciónsinφ=(eiφ−e−iφ)/(2i)
enelsiguientedesarrolo:
Jnx = 2e(2π)2Ly
π/l
−π/l
dk
∞
−∞
dkz∆l2 sinklf=
e∆
2πLy
∞
−∞
dkzl2π
π/l
−π/l
dksinklf
= e∆2πLy
∞
−∞
dkzl2π
π/l
−π/l
dke
ikl−e−ikl
2i f=
e∆
2iLy
∞
−∞
dkz
2π(f−1−f1)
= e∆2iLy
∞
−∞
dkz
2π(Ref1−iImf1−Ref1−iImf1)=−
e∆
Ly
∞
−∞
dkz
2πImf1.
Finalmenteutilizando(4.26)seobtiene
Jnx=−e∆Ly
∞
−∞
dkz
2πe
−ikz0Imf1=−e∆LyImf1(0). (4.29)
DemaneraanálogaparalacomponentezdeladensidaddecorrienteJn,
Jnz = 2e(2π)2Ly
π/l
−π/l
dk
∞
−∞
dkz kzm f=
2e
m2πLyl
∞
−∞
dkzkz l2π
π/l
−π/l
dke−ik0f
= 2emLyl
∞
−∞
dkz
2πe
−ikz0f0(kz)kz
yutilizandotambién(4.27)selegaa
Jnz= 2iemlLy∂ζf0(0). (4.30)
Paraobtenerlaecuacióndelmomentoparaladensidadelectrónican
integramossobreklaecuacióncinética4.21,yconsideramos(4.18):
e∂tn+∇x·Jn=0. (4.31)
Podemoseliminarlapresenciadeladensidadelectrónicadeestaecuación
diferencialutilizandolaecuacióndePoisson(4.22)eintegrandoelresultado
sobreelvectorespacialx=(x,z),obteniendolaleydeAmpêre
ε∂tF+Jn=J. (4.32)
AlvectorJ=(Jx,Jz)lolamaremosdensidaddecorrientetotalqueademás
satisfacelaecuacióndiferencialdeladivergencianula
∇x·J=0. (4.33)
Laleydetransporte(4.31)olaleydeAmpêre4.32tienencomounadelas
variablesdependientesladensidaddecorrienteJn,lacualtienedimensiones
deﬂujoelectrónico(C/(m2s)).Paraobtenerdichoﬂujoesnecesarioutilizar
lasrelaciones(4.29)y(4.30)yportantocalcularlafuncióndedistribución
f,queessolucióndelaecuacióncinética.
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4.3 Balancedominante
ElsistemadeBolztmann-Poisson(4.21)-(4.22)nopuedeserresueltoanalíti-
camenteylaresoluciónnuméricaesdemasiadocostosadebidoalnúmero
devariables. Paraobtenerunaecuacióndiferencialreducidadelafunción
dedistribucióndebemosasumirquelacontribucióndelcampoeléctricoen
laecuacióncinéticaescomparablealostérminosdecolisiónyqueestos
términosdominanlosotrostérminosespacialesytemporales.Estelímtedis-
tinguidoesellamadolímitehiperbólico[34].Deacuerdoconesto,podemos
obtenerlasescalascaracterísticas(vertabla(4.1))parahalarunaversión
adimensionalizadadelaecuacióncinéticadondeδseráunparámetropequeño
deﬁnidoporelcocientedelrecorridolibremedioentrecolisionesyeltiempo
queletomaaunelectrónparaatravesarunadistanciaqueinvolucreuna
variacióndelcampoeléctrico[34,40,41].Paraaproximarlasolucióndela
ecuacióncinéticautilizaremoselmétodoperturbativodeChapman-Enskog
[34,42].Enestatécnicaexpandiremoslafuncióndedistribuciónenpoten-
ciasdelparámetropequeñoδ.
n F E,µ vx vz
ND+εB2m νeτeel ∆ ∆lI14I0τe τeml
38.5422×1022m−3 4.4994kVcm 19meV 6.90258kms 1771.7kms
x z t
ε[F]
e[n] [t][vz] [x][vx]
0.80642nm 0.207µm 0.117ps
Tabla4.1:Escalamientohiperbólico,dondeτe= 1+νpνe .Losvaloresnuméricosestán
tomadosdelartículoNature[20].
Sea
Qx = elνeτe ∂xΩ=
el(F−Bm kysinθ)
νe(νe+νp) , (4.34)
Vz = emνe∂zΩ=
e
mνe(Fz+
B
m kycosθ) (4.35)
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dondeτe= 1+νpνe yνeτe= νe(νe+νp). Entoncesutilizandolatabla
(4.1)paraadimensionalizarlaecuacióncinéticaseobtiene
[vx]
[x]νeτe ∂ˆt+ˆv(k)∂ˆx+ˆv(kz)∂ˆz +Qˆx∂ˆk+Vˆz∂ˆkz+
1
τe+
νp
νeτeA f=
1
τef
B,
(4.36)
dondeelsímbolo^denotaunavariableadimensionalizadayelparámetroes
δ= [vx][x]νeτe.UtilizamoslaexpansióndeChapman-Enskog[34]paraexpandirlafunción
dedistribuciónenpotenciasdelparámetroδ:
f(x,z,k,kz;δ) =f(0)(k,kz;n)+
∞
m=1
f(m)(k,kz;n)δm, (4.37)
∂tn =
∞
m=0
N(m)(n)δm. (4.38)
Loscoeﬁcientesf(m)dependendelasvariableslentasx,zytatravésdesu
dependenciaenladensidadelectrónica.Paraencontrarlasecuacionesque
deﬁnenloscoeﬁcientesf(m),insertamoslaexpansiónenlaecuacióncinética
eigualamosenpotenciasdeδ.Porlotantoparaordencerouordenprincipal
setieneque
Qx νe(νe+νp)l ∂k+
mVzνe∂kz+νe+νpA f(0)=νefB. (4.39)
Paralasdemáspotenciassetienelasiguientejerarquía:
Lf(1) = −(∂t+v(k)∂x+v(kz)∂z)f(0)|0
Lf(2) = −(∂t+v(k)∂x+v(kz)∂z)f(1)|1−∂tf(0)|1,.., (4.40)
donde
Lu(k,kz)≡ νeτelQx∂k+
mνeVz∂kz+νe+νp2 u−
νp
2u(−k,kz)
ydondelossubíndicesindicanquétérminosdelasegundaecuacióndelansatz
(4.38)sesustituyenenlaecuacióncinética(4.21).
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4.4 Ordenprincipaldelafuncióndedistribu-
ciónf
ParacalcularlasdensidadesdecorrienteaordenceroJ(0)nx yJ(0)nz apartir
de(4.29)y(4.30respectivamentenecesitamoslasexpresionesdef(0)0 (0)y
Imf(0)1 (0)(dondeahoraelsímbolo denotalatransformacióndeFourier).
EnestaseccióncalcularemoslasexpresionesdeRef(0)j yImf(0)j entérminos
defB(yaquefBesconocida)paraluegoobtenerRef(0)j yImf(0)j .Comolafuncióndedistribuciónfes2π/lperiódicaenkpodemosexpandirla
ensuseriedeFourier
f(0)(k,kz;n)=
∞
j=−∞
f(0)j (kz;n)eijkl. (4.41)
ComoQxyVzde(4.39)sonindependientesdekykzyademássetieneque
νpAf(0)j =νp2f
(0)
j −νp2f
(0)
−j,entoncessustituyendo(4.41)en(4.39),tomando
tambiénlaseriedeFourierdelafunciónenelequibriofBytratandocada
términojdelaserieporseparadoselegaaque
Qx νe(νe+νp)l ijl+
mVzνe∂kz+νe+νp2 f
(0)
j −νp2f
(0)
−j=νefBj.
(4.42)
Apartirdeahoraf(0)j =Re(f(0)j )+iIm(f(0)j )yfBj =Re(fBj)+iIm(fBj).Sea
a = Qx νe(νe+νp)j,
b= mVzνe∂kz+νe+νp2,
c= −νp2,
d = νe.
Notarquef(0)−j=f(0)∗j (i.e.,Re(f(0)−j)+iIm(f(0)−j)=Re(f(0)j )−iIm(f(0)j ))implicaque
(ai+b)Re(f(0)j )+iIm(f(0)j )+c(Re(f(0)j )−iIm(f(0)j ))
=d(Re(fBj)+iIm(fBj)),
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conloque
−aIm(f(0)j ))+bRe(f(0)j )+cRe(f(0)j ) =dRe(fBj),
aRe(f(0)j )+bIm(f(0)j )−cIm(f(0)j ) =dIm(fBj)).
Entonces
mνeVz∂kz+νe Ref(0)j −j νe(νe+νp)QxImf(0)j = νeRefBj,
(4.43)
mνeVz∂kz+νe+νp Imf(0)j +j νe(νe+νp)QxRef(0)j = νeImfBj.
(4.44)
ParapoderdespejarRe(f(0)j )yIm(f(0)j )deﬁnimoslosoperadores
De=mνeVz∂kz+νe , Dp=mνeVz∂kz+νe+νp. (4.45)
SimultiplicamosDpporlaecuación(4.43),Qxj νe(νe+νp)porlaecuación
(4.44)yhacemossusumaobtenemosque
DpDeRef(0)j +j2Q2x νe(νe+νp)
2
Ref(0)j
=νeDpRefBj+νej νe(νe+νp)QxImfBj. (4.46)
Deﬁnimosotrooperador
D = DpDe+j2Q2xνe(νe+νp)
= m
2ν2eV2z
2 ∂2kz+(2νe+νp)
mνeVz∂kz+νe(νe+νp)(1+j2Q2x)
= m
2ν2eV2z
2 ∂2kz+
νe(2νe+νp)mVz∂kz+νe(νe+νp)(1+Q2xj2),
(4.47)
yobtenemosde(4.46)
DRef(0)j = νeDpRefBj+νe νe(νe+νp)jQxImfBj, (4.48)
conloqueyatenemosunarelaciónexplícitadeRef(0)j dependientedelafunciónenelequilibriofB.
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Porotraparte,simultiplicamosDeporlaecuación(4.44),Qxj νe(νe+νp)
porlaecuación(4.43)yhacemossurestaobtenemos
DImf(0)j = νeDeImfBj−νe νe(νe+νp)jQxRefBj. (4.49)
AhoraaplicamoslatransformadadeFourierparaobtenerRef(0)j yImf(0)j .
De(4.48)yutilizandoquelatransformadade∂kzfj(kz)esiζfj(ζ)obtenemos
Ref(0)j =
νe(νe+νp+mνeVziζ)RefBj+νe νe(νe+νp)jQxImfBj
νe(νe+νp)(1+j2Q2x)+iνe(2νe+νp)mVzζ−m2ν2eV2z2 ζ2
(4.50)
yentonces
Ref(0)j =
1+i m(νe+νp)νeVzζRefBj+ νeνe+νpjQxImfBj
1+j2Q2x+i2νe+νpνe+νp mVzζ− νeνe+νp mVzζ
2 .(4.51)
Análogamentede(4.49)obtenemos
Imf(0)j =
νeνe+νp+i mνe(νe+νp)VzζImfBj− νeνe+νpjQxRefBj
1+j2Q2x+i2νe+νpνe+νp mVzζ− νeνe+νp mVzζ
2 (4.52)
yﬁnalmentetenemosf(0)j directamenteentérminosdefBj.AhoracalculamosexplícitamentelatransformadadeFourierdefBj. Delaecuación(4.17)separamosdelargumentodelaexponenciallapartedepen-
dientedelavariablek,i.e.,fB = hB(kz)gB(k),yaplicamosagB(k) =
exp(∆coskl/(2KBT))suseriedeFourier,
gB=
∞
j=−∞
gBjeijkl, con gBj= l2π
π/l
−π/l
dke∆coskl2KBTe−ijkl. (4.53)
UtilizandolaformaintegraldelasfuncionesdeBesselmodiﬁcadas(4.16)se
legaaque
gBj=Ij ∆2KBT , (4.54)
conloquefB=hBgBqueda
fB = lLyI0
π
2mKBTne
− 22mKBTk2zIj
∞
j=−∞
eijkl. (4.55)
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Nosquedamoscon
fBj(kz) = π2mKBT
lLyIj
I0 ne
− 22mKBTk2z. (4.56)
CalculamosfBj aplicandolatransformadacontinuadeFourierafBj,i.e.,
fBj(ζ)=12π
∞
−∞
fBj(kz)e−iζkzdkz.Entonces
fBj =lLyIjIo n
√π√2mKBT
∞
−∞
dkz
2πe
− 2k2z2mKBT−ikzζ.
Utilizamoselcambiodevariablek2z=2mKBT2 σ2,
√2mKBTdσ=dkzconloque
obtenemos
fBj =lLyIjnI0
√π
2π
∞
−∞
dσe−σ2−ζ
√2mKBTσi=lLyIjn2I0 e
−2mKBT42 ζ2.
Finalmente
fBj = lLyIj2I0 ne
−mKBT22 ζ2 (4.57)
quesolotienepartereal.
Volviendoalasrelaciones(4.51)-(4.52)obtenemos
Ref(0)j =
lLynIj
2I0 1+iνeνe+νpmVzζe−
mKBT
22 ζ2
1+j2Q2x+i2νe+νpνe+νp mVzζ− νeνe+νp mVzζ
2, (4.58)
Imf(0)j = −lLyIj2I0n
νe
νe+νpjQx
e−mKBT22 ζ2
1+j2Q2x+i2νe+νpνe+νp mVzζ− νeνe+νp mVzζ
2,
(4.59)
conloqueyasomoscapacesdeobtenerlasdensidadesdecorrienteaorden
principal.
4.5 Ordenprincipaldeladensidaddecorriente
De
Jnx = J(0)nx+δJ(1)nx+δ2J(2)nx..., (4.60)
Jnz = J(0)nz+δJ(1)nz+δ2J(2)nx..., (4.61)
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calculamoslostérminosJ(0)nx,J(0)nz apartirdelarelaciones(4.29),(4.30)y
sustituyendo(4.59),(4.58)respectivamente,conloquedirectamentelegamos
aque
J(0)nx= e∆lI12I0 1+νp/νen
Qx
1+Q2x, (4.62)
ycalculando∂ζf0(0)obtenemos
J(0)nz =enVz. (4.63)
Porlotanto,considerandolosﬂujoselectrónicosJ(0)nx yJ(0)nz obtenemosuna
versiónaordenprincipaldelasecuacionesdiferenciales(4.31)-(4.33).
4.6 Términosaprimerorden
Vamosacalcularlascorreccionesaprimerordendelafuncióndedistribución
fdelaexpansióndeChapman-Enskog(4.37).Siinsertamosdichaexpan-
siónenlaecuacióncinéticaeigualamosenpotenciasdeδ,entoncesparala
potenciaaprimerordenobtenemos
∂t|0+∆l2 sinkl∂x+
kz
m∂z f
(0)+
Qx νe(νe+νp)l ∂k+
mVzνe∂kz+νe+νpA f(1)=0.(4.64)
Sietiquetamos
r(1)=− ∂t|0+∆l2 sinkl∂x+
kz
m∂z f
(0) (4.65)
obtenemosentonceslamismaestructuraqueen(4.39):
Qx νe(νe+νp)l ∂k+
mVzνe∂kz+νe+νpA f(1)=r(1).
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Demaneraequivalentealaobtenciónde(4.51)y(4.52),obtenemosrespec-
tivamente
Ref(1)j = 1νe
1+iνeνe+νpmVzζRer(1)j + jQx√1+νp/νeImr
(1)
j
1+j2Q2x+i2νe+νpνe+νp mVzζ− 11+νp/νe mVzζ
2 , (4.66)
Imf(1)j = 1(νe+νp)
1+imVzζImr(1)j −j 1+νp/νeQxRer(1)j
1+j2Q2x+i2νe+νpνe+νp mVzζ− 11+νp/νe mVzζ
2 .
(4.67)
Sustituyendoenlasrelacionesdeladensidaddecorriente(4.29)y(4.30)
obtenemos
J(1)nx = e∆(νe+νp)Ly
1+νp/νeQxRer(1)1 (0)−Imr(1)1 (0)
1+Q2x ,(4.68)
J(1)nz = 2iemlLyνe∂ζ
1+iνeνe+νpmVzζRer(1)0
1+2νe+νpνe+νp mVzζ− 11+νp/νe(mVzζ)2ζ=0
. (4.69)
4.6.1 CálculodeladensidaddecorrienteJ(1)nx
Delarelación(4.65)consideramoslafunción
R(1)(k,kz)=sinklf(0)(k,kz)
yescribimossucoeﬁcientejdeFourier
R(1)j(kz)=l2π
π/l
π/l
dke−ikljR(1)(k,kz).
VolviendoalafunciónR(1)tenemosque
R(1)(k,kz)=sinklf(0)(k,kz)=12ie
iklf(0)(k,kz)−e−iklf(0)(k,kz),
conloquesustituyendoloanteriorenelcoeﬁcientej=1deFourierR(1)1obtenemos
R(1)1(kz)=12if
(0)
0 (kz)−f(0)2 (kz) .
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Consideramosahoraloscoeﬁcientesj=1deFourierder(1):
r(1)1 =−∆l2∂x
f(0)0 −f(0)2
2i −
kz
m∂zf
(0)
1 −∂t|0f(0)1 . (4.70)
Aplicamosalaparterealeimaginariader(1)1 ,
Rer(1)1 = ∆l4∂xImf
(0)
2 − kzm∂zRef
(0)
1 −∂t|0Ref(0)1 , (4.71)
Imr(1)1 = ∆l4∂x(f
(0)
0 −Ref(0)2 )− kzm∂zImf
(0)
1 −∂t|0Imf(0)1 (4.72)
latransformadadeFourier:
Rer(1)1 = ∆l4∂xImf
(0)
2 − im∂z∂ζRef
(0)
1 −∂t|0Ref(0)1 , (4.73)
Imr(1)1 = ∆l4∂x(f
(0)
0 −Ref(0)2 )− im∂z∂ζImf
(0)
1 −∂t|0Imf(0)1 .(4.74)
Utilizandolasexpresiones(4.58)y(4.59)evaluamosζ=0enlaparteima-
ginaria
Imr(1)1 (0) =−∆l4∂x
n
1+4Q2x
lLyI2
2I0 −
lLy
2n
− im∂z
νe
νe+νpQx
lLyI1
2I0n
i
(1+Q2x)2
2νe+νp
νe+νp
mVz
+ Lye∆∂t|0J
(0)nx, (4.75)
dondeenelúltimotérminosehautilizadoaordenprincipallarelaciónJnx=
−(e∆)/(Ly)Imf1(0).
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Análogamenteparalaparterealdelatransformadader(0)1 :
Rer(1)1 (0) =−∆l4∂x
2Qx
1+νp/νe
n
1+4Q2x
lLyI2
2I0
− im
lLyI1
2I0∂z n
imVz
(νe+νp)(1+Q2x) νe−
2νe+νp
1+Q2x
− lLyI12I0∂t|0
n
1+Q2x
= − ∆l
2LyI2
4I0 1+νp/νe∂x
nQx
1+4Q2x
+ lLyI12I0(νe+νp)∂z
nVz
(1+Q2x)2
(νeQ2x−νe−νp)
− lLyI12I0∂t|0
n
1+Q2x . (4.76)
Ahorasustituimosenlarelación(4.68)deJ(1)nx lasfuncionesobtenidasde
Rer(1)1 (0)yImr(1)1 (0):
J(1)nx = e∆(νe+νp)(1+Q2x) − 1+
νp
νeQx
∆l2I2
4I0 1+νp/νe∂x
nQx
1+4Q2x
+ lI1Qx2νeI0 1+νp/νe∂z
nVz
(1+Q2x)2
(νeQ2x−νe−νp)
− lI12I0 1+νp/νeQx∂t|0
n
1+Q2x +
∆l2I2
8I0∂x n
1
1+4Q2x−
I0
I2
− lI1(2νe+νp)
√νe
2I0(νe+νp)3/2∂z
nQxVz
(1+Q2x)2
−e∆∂t|0J
(0)nx .
Agrupamosporoperadores∂x,∂zy∂t|0:
J(1)nx = − e∆(νe+νp)(1+Q2x)
∆l2I2
8I0 2Qx∂x
nQx
1+Q2x −∂x
n
1+4Q2x +
I0
I2∂xn
− lI12I0 νe(νe+νp)Qx∂z
nVz(νeQ2x−νe−νp)
(1+Q2x)2
− (2νe+νp)νeνe+νp ∂z
nQxVz
(1+Q2x)2
+ lI12I0 1+νp/νe Qx∂t|0
n
1+Q2x +
νe
νe+νp∂t|0
nQx
1+Q2x . (4.77)
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Elúltimotérminoentrecorchetesdesarroladoqueda
1+ νeνe+νp
Qx
1+Q2x∂t|0n+n −
2Q2x
(1+Q2x)2
+ νeνe+νp
1−Q2x
(1+Q2x)2
∂t|0Qx,
alcualleaplicaremosaordenprincipallaecuacióndetransporte(4.31)y
lacomponentexdelaecuaciónvectorialdelaleydeAmpêre(4.32)para
sustituireloperador∂t|0.
Finalmente
J(1)nx =
e∆l
2(νe+νp)
1+Q2x −
∆l
4 ∂xn+
2I2
I0Qx∂x
nQx
1+4Q2x−
I2
I0∂x
n
1+4Q2x
+ I1
I0 1+νpνe
Qx∂z nVz(Q
2x−1−νpνe)
(1+Q2x)2
−2+
νp
νe
1+νpνe
∂z nQxVz(1+Q2x)2
+ 2+
νp
νe
e
Qx
1+Q2x∇x·J
(0)n −n
el[1−(3+2νpνe)Q2x]
νe(νe+νp)(1+Q2x)2
Jx−J(0)nx
ε .
(4.78)
4.6.2 CálculodeladensidaddecorrienteJ(1)nz
Igualcomosehizoenlaanteriorsección,delarelación(4.65)consideramos
lafunción
R(1)(k,kz)=sinklf(0)(k,kz)
yescribimossucoeﬁcientejdeFourier
R(1)j(kz)=l2π
π/l
π/l
dke−ikljR(1)(k,kz).
VolviendoalafunciónR(1)tenemosque
R(1)(k,kz)=sinklf(0)(k,kz)=12ie
iklf(0)(k,kz)−e−iklf(0)(k,kz),
conloquesustituyendoloanteriorenelcoeﬁcientej=0deFourierR(1)0 yconsiderandoquefj=f−jobtenemos
R(1)0(kz)=−Imf(0)1 (kz).
Consideramosahoraloscoeﬁcientesj=0deFourierder(1),
r(1)0 =∆l2∂xImf
(0)
1 − kzm∂zf
(0)
0 −∂t|0f(0)0 ,
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ycalculamossutransformadarecordandoqueImf(0)0 =0de(4.59):
r(1)0 (ζ) = ∆l2∂xImf
(0)
1 −im∂z∂ζf
(0)
0 −∂t|0f(0)0 =Rer(1)0 (ζ),
(4.79)
Imr(1)0 (ζ) = 0. (4.80)
NotarqueRer(1)0 (0)=0,locualen(4.79)utilizando(4.29)paraeltérmino
Imf(0)1 ,(4.30)paraeltérmino∂ζf(0)0 y(4.13)paraeltérmino∂t|0f(0)0 da
e∂t|0n+∇x·J(0)n =0.
Simpliﬁcando(4.69)juntoconRer(1)0 (0)=0selegaaque:
J(1)nz = 2iemlνeLy∂ζRer
(1)
0
ζ=0
ydeaquí
J(1)nz =
ie∆mνeLy∂x∂ζImf
(0)
1 (0)+ 2e
2
m2lνeLy∂z∂
2ζf(0)0 (0)−i2emlνeLy∂t|0∂ζf
(0)
0 (0)=
ie∆mνeLy∂x ∂ζImf
(0)
1 (0) + 2e
2
m2lLyνe∂z ∂
2ζf(0)0 (0) −1νe∂t|0J
(0)nz.
Delladoderechodelaúltimaigualdadcalculamostérminoatérmino.Comen-
zamosporelsegundo.De(4.51)obtenemos
∂2ζRef(0)0 =∂2ζlLyn2
1+ νeνe+νpmVzζe−
mKBT
22 ζ2
1+i2νe+νpνe+νp mVzζ− 11+νp/νe(mVzζ)2
Sea
a = i νeνe+νp
mVz,
b= mKBT22 ,
c= i2νe+νpνe+νp
mVz,
d = νeνe+νp
mVz 2.
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Entonces
(1+aζ)e−bζ2
1+cζ−dζ2=(1+aζ)(1−bζ
2+ (ζ3))[1−cζ+dζ2+c2ζ2+ (ζ3)]=
[1+aζ−bζ2+ (ζ3)][1−cζ+(d+c2)ζ2=1+(a−c)ζ+(d+c2−b−ac)ζ2+ (ζ3)
∂2ζ(1+aζ)e
−bζ2
1+cζ−dζ2 ζ=0
=2(d−b+c2−ac),
conloque
∂2ζRef(0)0 (0)=−mlLy2 n
KBT
2 +mV
2z .
y
2e2
m2lLyνe∂z ∂ζ2f
(0)
0 (0) =− emνe∂z[n(KBT+2mV
2z)].
CalculamosahoraelprimertérminodelaanteriorrelacióndeJ(1)nz:
∂ζImf(0)1 (0)=+ lLyI1Qx2I0 1+νp/νen
i
(1+Q2x)2
2νe+νp
νe+νp
mVz
ydeaquí
ie∆mνeLy∂x[∂ζImf
(0)
1 (0)]=− e∆lI1(2νe+νp)2 νe(νe+νp)(νe+νp)I0∂x
nQxVz
(1+Q2x)2
.
Recapitulamosteniendoencuentaelresultadoparaladensidaddecorriente
aordenprincipalJ(0)nz =enVz:
J(1)nz = − e∆l(2νe+νp)I12 νe(νe+νp)(νe+νp)I0∂x
nQxVz
(1+Q2x)2
− emνe∂z[n(KBT+2mV
2z)]− eνe∂t|0(nVz). (4.81)
Desarrolamoselúltimotérminodelaanteriorecuación,
∂t|0(nVz) =(∂t|0n)Vz+n∂t|0Vz=−Vze∇x·J
(0)
n +n emνe
Jz−J(0)nz
ε
= −Vz ∆lI12I0 1+νp/νe∂x
nQx
1+Q2x −Vz∂z(nVz)+
en
mνe
Jz−J(0)nz
ε ,
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dondeenlasegundaigualdadsehautilizadoaordenprincipallaecuación
detransporte(4.31)yademás
∂t|0Vz=eJz−J
(0)nz
εmνe
provinientedelacomponentezdelaleydeAmpêre(4.32):
Jz=ε∂t|0Fz+J(0)nz =ε∂t|0 Vzmνee −
B
m kycosθ+J
0nz=εmνee∂t|0Vz+J
(0)nz.
Porlotanto,
J(1)nz = e∆l2 νe(νe+νp)
I1
I0 Vz∂x
nQx
1+Q2x −
2νe+νp
νe+νp∂x
nQxVz
(1+Q2x)2
+ eνe[Vz∂z(nVz)−2∂z(nV
2z)]−eKBTmνe∂zn−
e2n
mν2e
Jz−J(0)nz
ε (4.82)
yﬁnalmente
J(1)nz = e∆l2 νe(νe+νp)
I1
I0 Vz∂x
nQx
1+Q2x −
2νe+νp
νe+νp∂x
nQxVz
(1+Q2x)2
− eνe[nVz∂zVz+∂z(nV
2z)]−eKBTmνe∂zn−
e2n
mν2e
Jz−J(0)nz
ε , (4.83)
dondelostérminosQx,Vz yky sedeﬁnieroncomo
Qx = elF−
B
m kysinθ
νe(νe+νp) =
el∂xΩ
νe(νe+νp), (4.84)
Vz = emνe Fz+
B
m kycosθ =
e
mνe∂zΩ, (4.85)
ky = eB(xsinθ−zcosθ). (4.86)
.
4.7 Dominioyecuacionesdiferencialescondi-
mensiones
Enlaﬁgura(4.1)semuestraunesquemadeldominiodelproblema,dondeθ
eselánguloentreelvectordelcampomagnéticoyladireccióndecrecimiento
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LaecuacióndePoissonparaelantiguopotencialeléctricoW es
ε(∂2x+∂2z)W =e(n−ND), (4.93)
ysuscondicionesdecontornousualesparaelpotencialcuandoseaplicaun
voltajeVquedan
W(0,z,t) = 0, W(L,z,t)=V, (4.94)
∂zW(x,±Lz/2,t) = 0. (4.95)
UnavezaplicadoelcambiodevariableΩ=W − 2k2y/(2em),laecuaciónparaΩqueda:
ε(∂2x+∂2z)Ω=e n−ND−εB
2
m . (4.96)
Araízdelcambio,lascondicionesdecontornoparalaecuacióndetransporte
son:
Jnx(x=0,z,t) =σ∂xΩ−eB
2
m zsinθcosθ , (4.97)
Jnx(x=L,z,t) =σ∂xΩ+eB
2
m (Lsinθ−zcosθ)sinθ ,(4.98)
Jnz(x,z=±Lz/2,t) = 0. (4.99)
LascondicionesdecontornoparaelpotencialeléctricoΩquedan:
Ω(x=0,z,t) =−eB
2
2m(cosθ)
2z2, (4.100)
Ω(x=L,z,t) =V−eB
2
2m[Lsinθ−zcosθ]
2, (4.101)
∂zΩ(x,z=±Lz/2,t) = eB
2
m xsinθ∓
Lz
2cosθ cosθ. (4.102)
4.7.1 Adimensionalizacióndelmodelo
Apartirdeahorautilizaremoslaversiónadimensionalizadadelasecuaciones
tomandolasescalasdelatabla(4.2),conloquelasdimensionesdeldominio
pasanaser(x,z)∈[0,N]× −12,
1
2 .Enelapéndice(A)semuestracómo
sehanadimensionalizadolasecuaciones.
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n Ω vx vz x,k−1
ND+εB2m
√νe(νe+νp)
e
∆lI1
4I0 1+νpνe
1+νpνe
mLz l
38.5422×1022m3 l×4.4994kVcm 6.90258kms 0.73523kms 8.3nm
z,k−1z t
Lz [x][vx]
20µm 1.189ps
Tabla4.2:Escalaparalasecuacionesdelmodelo.Losvaloresnuméricosestántomados
delartículoNature[20].
LasecuacionesdelosmomentosjuntoconlaecuacióndePoissonresultan
∂tn+∂xJnx+ lLz
[vz]
[vx]∂zJnz = 0, (4.103)
ϕ∂t∂xΩ+Jnx = Jx, (4.104)
ϕlLz
[vx]
[vz]∂t∂zΩ+Jnz = Jz, (4.105)
∂xxΩ+l
2
L2z∂zzΩ =
n−1
ϕ , (4.106)
dondeϕ=ενeτee2l2[n]≈0.0972ydondelasvariablesencerradasentrecorchetes
simbolizansusrespectivasescalasdimensionales.
Lascondicionesdecontornoparalaecuacióndetransportequedan
Jnx(0,z,t) =σ(∂xΩ(0,z,t)−βzsinθcosθ), (4.107)
Jnx(N,z,t) =σ∂xΩ(N,z,t)−β zcosθ−NlLzsinθ sinθ ,(4.108)
Jnz(x,±12,t) = 0, (4.109)
conβ=e
2B2lLz
m νeτe≈2.287×10
4ylaunidaddeconductividad
[σ]= e
2l2∆[n]I1
42(νe+νp)I0≈947.3412787(Ohm×m)
−1.
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Lasversionesadimensionalizadasdelascondicionesinyectoraycolectorade
laecuacióndePoisson(4.100)y(4.101)quedan
Ω(0,z,t)=−βLz2lcos
2θz2, (4.110)
Ω(N,z,t)= eνeτeV−β
Lz
2l
Nl
Lzsinθ−zcosθ
2
, (4.111)
respectivamente,yparalosbordesaisladosresultan
∂zΩ(x,z=±1/2,t)=β xsinθ∓Lz2lcosθ cosθ (4.112)
alquetomábamoscondicionesNeumannhomogéneasenelpotencialeléctrico
W original.
Deloscálculosaordenprincipaldelaexpansióndelafuncióndedistribu-
ciónobtenemoslassiguientesrelacionesadimensionalizadasdeladensidad
decorriente:
J(0)nx = − ∆[n][vx]LyImf
(0)
1 (0)=2n ∂xΩ1+(∂xΩ)2, (4.113)
J(0)nz = 2i[n][vz]mlLy∂ζf
(0)
0 (0)=n∂zΩ (4.114)
yaprimerorden
J(1)nx=−δ1 1−I2I0
1−2Q2x
1+4Q2x−
2I21(1+τ−2e )
I20
Q2x
(1+Q2x)2
∂xn
1+Q2x
−δ21−(1+2τ
2e)Q2x
(1+Q2x)3 n Jx−
2nQx
1+Q2x
−δ3 I2I1
5−4Q2x
(1+4Q2x)2−
(1+τ−2e )I1
I0
1−Q2x
(1+Q2x)3
nQx∂xQx
1+Q2x
+ δ41+Q2x −τ
−2e +(2+τ2e)Q2x 2QxVz∂zn(1+Q2x)2
+ 2nτ2e(1+Q2x)3 (−1−τ
2e+(3+5τ2e+4τ4e−2τ2eQ2x)Q2x)Vz∂zQx
+(1+Q2x)(−1+τ2(2+τ2e)Q2x)Qx∂zVz , (4.115)
J(1)nz =δ1I
21
I20 Vz∂x
nQx
1+Q2x −(1+τ
−2e )∂x nVzQx(1+Q2x)2
−η1[nVz∂zVz+∂z(nV2z)]−η2∂zn−η3(Jz−nVz)n, (4.116)
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donde
Jnx=J(0)nx+J(1)nx, Jnz=J(0)nz+J(1)nz
y
δ1= ∆I02νeτeI1≈2.495, δ2=
e2[n]∆l2I1
22ν2eτ4eεI0≈0.355, δ3=
∆
νeτe≈5.088,
δ4=mνeτeL2z≈7.6×10
−7, η1= τemνeL2z≈5.514243×10
−5,
η2= kBTνeτe≈0.096912, η3=
e2[n]
mν2eε≈3295.47045.
Capítulo5
MétododeVolúmenesFinitos
paraladescripcióndeltransporte
electrónico
LosMétodosdeVolúmenesFinitos(FVMensussiglaseninglés)aportanuna
seriedeventajasenlaintegraciónnuméricadelasecuacionesdetipoconvec-
tivooconvectivo-difusivodondeelﬂujodelﬂuidotomaunpapelimportante.
Porejemplo,unadeestasventajasesquenoesnecesariodesarrolarlosope-
radoresdiferencialescorrespondientesaladivergenciadelﬂujo.Losmétodos
FVMsonademásfácilmenteadaptablesamalasnouniformesysonsencilos
deimplementarenproblemasdevariasdimensiones.
Elproblemaaresolvernuméricamenteensuversiónbidimensionalcons-
tarádeunsistemadedosecuacionesacopladas,laecuacióndetransportey
laecuacióndePoisson.Losﬂujosodensidadesdecorrienteenlaecuaciónde
transportedependerándeladensidadelectrónicaydelcampoeléctrico.Para
lacorrectaimplementacióndelFVMsehaoptadoprimeroporresolveruna
versiónunidimensionalmássenciladelproblema.Porlotantoestecapítulo
sedivideendospartes:enunasedesarrolaeimplementaunmétodoFVM
paraunaversiónunidimensionaldelproblemayenlaotraseextiendela
implementaciónalproblemabidimensional.
Elproblemaunidimensionalaintegrarconstarádedosversiones:cuando
seconsiderelafuncióndedistribuciónaordenprincipal,quelamaremospro-
blemaconvectivo,ycuandoseconsiderelafuncióndedistribuciónaprimer
orden,quelamaremosproblemaconvectivo-difusivo.Paracadaunadelas
versionessedesarrolaráunaestrategiadiferentebasadaenFVM.
Paraelproblemabidimensional,quesoloconstarádelaversiónconvec-
tiva,sedesarrolaráunmétodoimplícitobasadoenunesquemaFVMcon
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malanouniformeypasotemporaladaptativo.
5.1 Conﬁguraciónunidimensional
ConsideremosahoraqueelcampomagnéticoBesperpendicularaladi-
reccióndecrecimientodelasuperred. Delaversiónadimensionalizadade
lascondicionesdecontorno(4.97)-(4.112)obtenemoslasnuevasrelaciones
(5.1)-(5.4)dondenohayahorainﬂuenciadelavariablez:
Ω(0,t)=0, (5.1)
Ω(N,t)= eνeτeV−
e2B2l2N2
2m νeτe, (5.2)
Jnx=σ∂xΩ en x=0, (5.3)
Jnx=σ ∂xΩ+e
2l2B2N
m νeτe en x=N (5.4)
Reescribimoslasecuacionesdelosmomentosconsiderandolaconﬁgu-
raciónunidimensionaldelproblema.NotarqueenlaleydeAmpêreladen-
sidaddecorrientetotalsolodependedelavariabletemporalt.
∂tn+∂xJnx = 0 (5.5)
∂xxΩ = n−1ϕ (5.6)
ϕ∂t∂xΩ+Jnx = Jx (5.7)
Lasecuacionesadimensionalizadasqueintegraremosnuméricamenteenlos
siguientesapartadosparaelproblemaunidimensionalaordenprincipalson
laecuaciónparaladensidadnjuntoconlaecuacióndePoisson(5.6),las
condicionesdecontorno(5.1-5.4)ylacondicióninicialn(x,0)=1.Además,
laecuacióndeAmpêre(5.7)seutilizaráparalaversiónaprimerordendel
problema.
Unaestrategiaparaintegrarnuméricamentelasecuacionesesimplemen-
tardirectamenteunmétododediferenciasﬁnitasdesarrolandoeloperador
diferencialenelladoderechodelaecuacióndiferencial
∂tn=−∂x 2∂xΩ1+∂xΩ2n . (5.8)
Paralacondicióninyectorasepuedetomarx=0enlarelación(4.113)y
delacondición(5.3)podemosdespejarn(x=0,t)yobtenerlacondición
inyectora
n(x=0,t)=σ21+(∂xΩ(x=0,t))
2 . (5.9)
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Unaestrategiaparecidaparaunproblemaconvectivo-difusivobidimensional
sepuedeveren[43].
Desafortunadamente,elmétododelasdiferenciasﬁnitasnodaresultados
satisfactoriosnienelproblemaaordenprincipal,niañadiendountérminodi-
fusivoartiﬁcial:elmétodonologracapturarladiscontinuidadqueseproduce
enlaregióndelacoladelpulsodelcampoeléctrico(dichadiscontinuidadse
podrávermásadelanteenﬁgura5.1(a)).
5.1.1 FVM1Dparaelmodeloaordenprincipal
Enesteapartadosedetalacómoseaplicaunmétododevolúmenesﬁnitos
([44,45,46,47,48,49])sobreelproblemaconvectivo,elcualesdecarácter
puramentehiperbólico. Paralaimplementaciónenproblemasconvectivo-
difusivos,consultarlosapartados(5.1.2)y(5.1.3).
ComenzamosdividiendoeldominiodeintegraciónenceldasCilamadas
volúmenesdecontrol. Cadaceldaovolumendecontroltendráunalon-
gitud∆xque,aunquepuedaservariable,enelpresentetextoseráconstante
mientrasnosedigalocontrario.CadaxipertenecealaceldaCideinterfases
xi−1/2yxi+1/2,con1≤i≤Nx,talcomoseveenelsiguientediagrama:
∆x
.. ..
xi−2 xi−1 xi xi+1 xi+2
xi−1/2 xi+1/2
CeldaCi
Laecuacióndecontinuidad
∂tn+∂xJnx=0 (5.10)
escritaaordenprincipales
∂tn+∂x 2∂xΩ1+(∂xΩ)2n =0, (5.11)
dondeelﬂujoJnxestádeﬁnidoporelproductoentrelavelocidadVyla
densidaddeelectronesn:
Jnx(x,t;∂xΩ,n)=V(∂xΩ(x,t;n))n(x,t;∂xΩ)= 2∂xΩ1+(∂xΩ)2n.
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ParalossiguientescálculosescribimosJnx=Jnx(n)porsimplicidad.
Integrandoespacialmentelaecuación(5.11)sobreelintervalox1,x2obtene-
moslasiguienteleyconservativa:
d
dt
x2
x1
dxn(x,t)=Jnx(n(x1,t))−Jnx(n(x2,t)), (5.12)
dondeenlaprácticaloslímitesdeintegraciónx1yx2seránlasinterfases
xi−1/2yxi+1/2,respectivamente.
Porotraparte,deﬁnimospornˆialaaproximacióndelvalorpromediode
n(x,t)enlaceldaCi,estoes
nˆi(t)=1∆x Ci
dxn(x,t)=1∆x
xi+1/2
xi−1/2
dxn(x,t). (5.13)
Aplicamoselcambiodevariableξ=x−xien(5.13),conloqueloslímites
deintegraciónpasanaserξ=±∆x/2. Comoelcambiodevariablesolo
dependedelaconstantexi,entonces ∂
kn
∂xk i=
∂kn
∂ξk 0.Ahorapodemosexpandirn(x,t),contﬁjo,enunaseriedeTaylorenxiobteniendo[45]
nˆi = 1∆x
ξ=∆x/2
ξ=−∆x/2
ni+ξ ∂n∂x i+
ξ2
2
∂2n
∂x2 i+
ξ3
3!
∂3n
∂x3 i+...dξ
= ni+∆x
2
24
∂2n
∂x2 i+
∆∂x4
1920
∂4n
∂x4 i+O(∆x
6)=ni+O(∆x2),
conloqueelvalorpromediodelaceldaˆniyelvalorenelcentrodelacelda
nidiﬁerenporuntérminodesegundoorden.Porclaridadescribiremosnˆi
comoniapartirdeahora.
Sisuponemosquen(x,t)esunafunciónsuavepodemosaplicarelopera-
dor 1∆x tk+1tk dtalaecuación(5.12),dondetk=k∆t,obteniendolaexpresión
1
∆x Ci
dxn(x,tk+1) = 1∆x Ci
dxn(x,tk)
− 1∆x
tk+1
tk
dtJnx(n(xi+1/2,t))−Jnx(n(xi−1/2,t)),
(5.14)
locualsugiereconsiderarunmétodonuméricodelaforma
nk+1i =nki−∆t∆x J
knxxi+1/2
− Jknxxi−1/2 , (5.15)
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dondesehatomadonicomolaaproximacióndelvalorpromedioden(x,t)
de(5.13)ydondeJknxxi±1/2sonlasaproximacionesdelosvalorespromediadosdelﬂujoJnxatravésdeltiempotk<t<tk+1enlaceldadeinterfasesxi±1/2
,i.e.,
Jknxxi±1/2≈
1
∆t
tk+1
tk
dtJnx(n(xi±1/2,t)). (5.16)
5.1.1.1 Implementacióndeltérminoconvectivo
Enestesubapartadodesarrolaremosunafórmulaexplícitaparalainte-
graciónnuméricadelaecuacióndetransportebasadoenelFVM.Enun
subapartadoposteriorsecalcularálaversiónimplícita.
Consideremos∂xJnx=∂x 2∂xΩ1+(∂xΩ)2n .Porsimplicidadtrataremosdis-tintamentelavariablededensidadnyladevelocidadVenlavariabledela
densidaddecorrienteJnx:
−unamaneradeencontrarfuncionessencilasdelﬂujonuméricoenlas
interfaseslocalizadasenxi−1/2yenxi+1/2essuponerqueelﬂujode-
pende,encuantoaladensidadelectrónican,directamentedelosva-
lorespromediadosni−1ynirespectivamentesiV>0,odeniyni+1
respectivamentesiV<0. Aunquelosvaloresdenpodríanresultar
discontinuosenlospuntosdelamalaxi,seráncontinuosenlasinter-
fasesxi−1/2yxi+1/2,comosugiereelsiguientediagrama,conloqueno
darálugaraningunaambigüedadenelcálculonuméricodelﬂujo.
casoV>0
nki+1
nki−2 nki
nki−1
.. ..
xi−2 xi−1 xi xi+1 xi+2
xi−1/2 xi+1/2
CeldaCi
−tambiéndebemosencontrarunvalorqueaproximeladerivadaparcial
delpotencial,∂xΩ,enlasinterfasesparahalarunperﬁldelaveloci-
dadV= 2∂xΩ1+(∂xΩ)2.Igualqueocurreconelperﬁldeladensidad
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electrónicancomoargumentodelﬂujo,sedebeutilizarunperﬁlpara
∂xΩcontinuoenlasinterfases.Laopciónmássencilaesescoger,inde-
pendientementedelsignodeV,diferenciasregresivasparalainterfase
xi−1/2ydiferenciasprogresivasparalainterfasexi+1/2,quelasdeno-
taremoscomo∂xΩk,Wi y∂xΩk,Ei respectivamente:
∂xΩk,Wi :=Ω
ki−Ωki−1
∆x (5.17)
∂xΩk,Ei :=Ω
ki+1−Ωki
∆x (5.18)
Demaneraresumida,
•siV>0entoncesJknxxi−1/2=n
ki−1V ∂xΩk,Wi yJknxxi+1/2=n
kiV ∂xΩk,Ei ,
casoV>0
nki−1V(∂xΩk,Wi ) nkiV(∂xΩk,Ei )
.. ..
xi−1 xi xi+1
xi−1/2 xi+1/2
CeldaCi
•siV<0entoncesJknxxi−1/2=n
kiV ∂xΩk,Wi yJknxxi+1/2=n
ki+1V ∂xΩk,Ei .
casoV<0
nkiV(∂xΩk,Wi ) nki+1V(∂xΩk,Ei )
.. ..
xi−1 xi xi+1
xi−1/2 xi+1/2
CeldaCi
Comoseveráenlosexperimentosnuméricosparauncampomagnéticoper-
pendicularalejex(apartado5.1.3,ﬁgura5.8),alconsiderarunrangodeter-
minadodevaloresparaelvoltajeVseobtendránoscilacionesautosostenidas
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deladensidaddecorrientetotalJx,implicandoqueV≥0paratodox,t,
conloquesesimpliﬁcanotablementeladescripcióndelosﬂujos.Laconsi-
deracióndelsignodelavelocidadseráútilenelproblemabidimensional(en
sección5.2).
Contodoestoyasomoscapacesdeescribirunmétodonuméricoenla
forma(5.15)paralaleyconservativa(5.14)conV≥0:
nk+1i =nki−∆t∆x

nki 2∂xΩ
k,E
i
1+ ∂xΩk,Ei
2−nki−1 2∂xΩ
k,W
i
1+ ∂xΩk,Wi
2

. (5.19)
PorclaridaddenotamoslasvelocidadesinterfaserespectodelaceldaCicomo
Vk,Wi =V ∂xΩk,Wi yVk,Ei =V ∂xΩk,Ei ,conloquelaanteriorecuaciónse
reescribe
nk+1i = nki−∆t∆x V
k,E
i nki−Vk,Wi nki−1 . (5.20)
JuntoconlaecuacióndePoisson(5.6)ylascondicionesinicialydecon-
torno(5.1)-(5.4)nosdaunaaproximaciónparan(x,t)aprimerordentanto
espacialcomotemporal.Porrazonesobviasaestemétodololamaremosup-
winddiﬀerencing(UD)explícitoelcuales,además,unesquemaTVD(total
variationdiminishing)[44].
5.1.1.2 Condicionesdecontornoparael modeloconvectivo
UnadelasventajasdelosFVMessuversatilidadparaadaptarseacondi-
cionesimpuestassobrelosﬂujos.Vimosquelaecuacióndecontinuidad(5.10)
tienecomocondicióndecontornoenelbordeinyectorelsiguienterequisito
sobreelﬂujo
Jnx(x=0,t)=σ(∂xΩ−βsinθcosθz),
que,debidoalcarácterunidimensional,essimplementeJnx(x=0,t)=σ∂xΩ,
conloquenuméricamenteJknxx1 =σ∂xΩ
k1,donde∂xΩk1esunaaproximación
descentradaaladerivada∂xΩ(x,k∆t)enx=0.Suimplementaciónenel
métodonuméricosereducesencilamenteaconsiderarqueelvolumende
controlC1correspondienteax=0=x1seadetamaño∆x2,conloquelaleydeconservación(5.14)queinvolucradichaceldaquedaría
2
∆x C1dxn(x,tk+1) =
2
∆x C1dxn(x,tk)
− 2∆x
tk+1
tk
dtJnx(n(x3/2,t))−Jnx(n(x1,t))
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obteniendolasiguientecondiciónnuméricaparank+11 :
nk+11 =nk1−2∆t∆x

nk1 2∂xΩ
k,E
1
1+ ∂xΩk,E1
2−σ∂xΩk1


Unacondicióndecontornoadecuadaparaqueseproduzcaelreciclajede
ladensidadnydelcampo∂xΩ,esconsiderarenelcolectorque∂xΩkNx =∂xΩkNx−1[37],dondeconvienerecordarqueenelpresentetextoseutilizalanotación∂xΩcomoladerivadadeΩrespectodexy∂xΩkicomounadiferenciaﬁnitaaladerivadarespectodexdeΩenx=xini+(i−1)∆x,
cont=tini+(k−1)∆t.Siescogemosdiferenciasregresivasselegaaque
∂xΩk,ENx =∂xΩk,WNx ,conloquelasvelocidadesenlaúltimaceldacumplenque
Vk,ENx ← Vk,WNx . (5.21)
Otrainterpretacióndirectaesqueladerivadaespacialdelcampoenla
caraestedelaúltimacelda(quecoincideenx=N)seacero,i.e.,∂xxΩkNx=0,conloqueporlaecuacióndePoissonobtenemosnkNx=1(quetraducidoenlaformulacióndevolúmenesﬁnitosesqueelﬂujoqueentraenlacaraoeste
esigualalquesaleporlacaraesteenlaúltimaceldaparacualquiertiempo).
Ambasinterpretacionesdanreciclajesidénticosdelosperﬁlescampoyden-
sidad. ApesardequelaúltimainterpretaciónﬁjaelvalordenNx ,enlosexperimentosnuméricosresultaindistinguibleelperﬁldeladensidaddeco-
rrientetotalJxrespectoalotrocasoenelcualVk,ENx =Vk,WNx .Porúltimo,
consideraremoslaúltimaceldaCNxqueseadetamaño∆x2.Lasdoscondicionesnuméricasdeloscontactossevenrepresentadasen
elsiguientediagrama:
∆x/2 ∆x ∆x ∆x/2
σ∂xΩk1
Jknxx1+1/2 Vk,WNx nNx−1 Vk,WNx nNx
...
x2 xNx−1
x1 x3/2 x5/2 xNx−3/2 xNx−1/2 xNx
CeldaC1 CeldaC2 CeldaCNx−1 CeldaCNx
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5.1.1.3 FVMcomo métodoconservativo
SiconsideramostodaslasecuacionesrespectodecadaceldaCienlaforma
conservativadiscretizada(5.15)ycalculamossusuma(teniendoencuentalas
consideracionesanterioressobrelascondicionesdecontornoqueinvolucran
lasceldasC1yCNx),entonceslosﬂujosdelasceldasvecinassecancelanobteniendo
i=Nx
i=1
nk+1i =
i=Nx
i=1
nki−∆t∆x −2J
knx1
+Jknx1+1/2+ J
knxNx−1/2
, (5.22)
(dondeyaestablecimosqueJknx1 =σ∂xΩ
k1yporejemplosehatomadopara
elcolectorquenkNx=1)conloqueloscambiosnetosnuméricosrespectoa
lacargatotal1N
xNx
x1
dxn(x,t)sonúnicamentedebidosenfuncióndelos
ﬂujosdelasceldasC1yCNx (i.e.,losﬂujosnuméricosenelinyectoryelcolector)mientrasquelacargaseconservaenelrestodeldominio.
5.1.1.4 Resultadosnuméricosdel métodoexplícitoUD
Laﬁguras5.1(a)y(b)presentanunosresultadosnuméricosdelaformulación
explícitaUDdelmodeloaordenprincipal,dondeen(a)apareceunpulsodel
campoeléctricoqueviajaconuncomportamientopuramentehiperbólicoen
ladireccióndecrecimientodelospozos.Aunqueelpasointernodal∆xsea
muypequeño,locualrestringemuchoelpasotemporal∆tporlacondición
CFLaldebercumplirseenlíneasgeneralesque∆t<∆x,estonoesun
elementosuﬁcienteparasuavizarladiscontinuidadquepresentaelperﬁldel
campojustoenlacoladelpulsoobservablesenlaﬁgura5.1(a),locual
produceoscilacionesnuméricasespuriasenladensidaddecorrientetotalJx
visiblesenelrecuadrosuperiordelaﬁgura5.1(b).Además,elmétodono
capturabienlavelocidadalaquesepropaganlosperﬁlesdelcampoyla
densidad,yaquelospicosdeladensidaddecorrientetotalJxvaríanpara
distintasprecisiones∆x(amásprecisión,lospicosdeJxvanapareciendo
antessinlegaraconvergeraunaposiciónﬁja).
5.1.1.5 FVMenlaversiónimplícita
Acontinuacióndesarrolamosunmétodoimplícitoenelqueelruidonumérico
desapareceyelmétodoconvergecapturandolavelocidaddelcampoydela
densidad.Estoseconsiguegraciasaquedaremosunpasoespacialmuype-
queñoindependientedelpasotemporal.Unamaneradeaproximarlaintegral
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Figura5.1:Campo(a)ydensidaddecorrientetotal(b)paraelmodeloconvectivomedi-
anteFVMexplícito.Ladependenciaentre∆ty∆xhacemuycostosocomputacionalmente
eliminarlasoscilacionesnuméricasespuriasqueseobservanenlasimulación.
temporalalaquesedebesometerlapartedeladerechadelaleyconserva-
tiva(5.12)esgeneralizardichaaproximaciónentérminosdeunparámetro
pesoP,con0≤P≤1,i.e.,unaaproximaciónporpesointerpolante.Por
ejemplo,paraJnx(V(xi+1/2,t),n(xi+1/2,t))tendríamos:
t+∆t
t
dtJnx(V(xi+1/2,t),n(xi+1/2,t))≈ PJnxxi+1/2+(1−P)J
0nxxi+1/2
∆t,
dondeelsuperíndice0enJnxxi+1/2denotaqueseevalúaentysinelsuperíndice
ent+∆t. Siloaplicamosalaleyconservativa(5.12)yutilizamosuna
fórmulageneralparadiscretizarelﬂujo,porejemploenlacaraestedeuna
celdaCidada,Jknx
i+1/2
=Vk,Ei nk,Ei :=Jk,Enxi ,obtenemos
(ni−n0i)∆x∆t=−P V
EinEi−VWi nWi −(1−P)V0,Ei n0,Ei −V0,Wi n0,Wi .
(5.23)
ParalosvaloresdeP=0,1/2,1seobtieneelmétodoexplícitodesarrolado
enelsubapartadoanterior,elmétododeCrank-Nicolson(semi-implícito)y
unmétodocompletamenteimplícito,respectivamente.
Elmétodocompletamenteimplícito(P=1en(5.23))paraintegrarla
ecuacióndetransporteimplicaresolverlaecuaciónmatricialAn=b(n0)
paracadapasotemporal∆t,dondeneselvectorcolumnan=(n1,..,nNx)T.
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SeanaWi = ∆t∆xVWi,aEi= ∆t∆xVEi obtenidosde(5.23)conP=1.Sioptamos
porutilizarunesquemaUDenlapartedelosﬂujos,i.e.,nk,Ei =nkiparalacaraestedelaceldaynk,Wi =nki−1paralacaraoeste,dondeV>0,entonceslamatrizdecoeﬁcientesAyeltérminoindependientebquedan:
A=


1+2aE1 0 0 ... 0 0
−aW2 1+aE2 0 ... 0 0.. ... ..
0 ... −aWi 1+aEi ... 0.. ... ..
0 ... 0 −aWNx−1 1+aENx−1 0
0 ... 0 0 −2aWNx 1+2aWNx


,
b=


n01+2∆t∆xσ∂xΩ(x=0)
n02..
n0i..
n0Nx−1
n0Nx


,
dondesehaconsideradolacondicióndecontornocolectoraVk,ENx =Vk,WNx .Elmétodonuméricoesdeordenunotantotemporalcomoespacial.Enla
ﬁgura5.2semuestraelperﬁldeladensidaddecorrienteJxenelcasounidi-
mensionalysecomparaconlaaproximaciónmedianteelmismométodo
alasolucióndelasecuaciones(4.103),(4.106)juntoconlascondiciones
(4.107),(4.109),(4.110)-(4.112)conθ=π/2.
Alserelesquemaimplícito,esnecesarioconocerlavelocidadyporlo
tantoelpotencialΩenelmismopasotemporalqueladensidadn.Paraelo
calculamosunvaloraproximadoparaladensidad,n(Ω0,n0),mediantela
ecuacióndetransporte(comoanteselsuperíndice0indicaquelasvariables
estáncalculadasenelpasotemporalanterior).Luegosecalculaotrovalor
aproximadoparaelpotencialΩ(n)mediantelaecuacióndePoissonyluego
recalculamosn(Ω,n0). Porúltimosehaceunaúltimacorrecciónparael
potencialapartirdelúltimovalordeladensidad,Ω(n).
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Figura5.2:PerﬁldeladensidaddecorrienteJxmedianteUDimplícito.Lasolucióndel
problemabidimensionalparaθ=π/2coincideconlasoluciónunidimensional.
5.1.1.6 Linear Upwind Diﬀerencing(LUD)paralaversiónim-
plícita
Unmétododeordensuperiorseobtieneconsiderandoenlosﬂujosunesquema
LUD.Bastatomar
nk,Wi =32n
ki−1−12n
ki−2, nk,Ei =32n
ki−12n
ki−1, conV>0.
LaderivacióndelLUDessencilaysepuedeconsiderarcomounaextensión
cuadráticadelUD.Parank,Ei simplementetomamoslasiguientecorreccióndenki+1/2=nk(xi+1/2)ensudesarrolodeTaylorenelpuntoxiobteniendo
nk,Ei =nki+n
ki−nki−1
∆x
∆x
2 =
3
2n
ki−12n
ki−1.
∆x
∆x/2
.. ..
xi−2 xi−1 xi xi+1 xi+2
xi−1/2 xi+1/2
CeldaCi
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Delamismamaneraseobtienenk,Wi = 32nki−1−12nki−2.Sepuedeobservarquenotodosloscoeﬁcientesdelosnodostienenelmismosigno,pudiendo
darpequeñasoscilacionesespuriasenlosperﬁlesdeladensidadydelcampo
[44].Estosesubsanadandounpasoespacial∆xsuﬁcientementepequeño.
Enlaﬁgura5.3(b)semuestraelcampoadiferentestiemposdondeseapre-
ciaelcarácterpuramentehiperbólico. Dichoesquemaesdeordenespacial
cuadrático(verﬁgura5.3(c)).Paralasceldasqueestánenlosextremosdel
dominioseconsideraráelmétodoUD,queaunqueseadeprimerorden,el
métodoimplícitopreservaelordendelLUD.Enlaﬁgura5.3(a)secompara
elmétodoimplícitoconﬂujoLUDconunmétodoutilizadoparaproblemas
unidimensionalesintegrodiferencialespropuestoporCarpioetal[50](alque
nosreferiremosapartirdeahoracomoCHK).
5.1.2 FVM1Dparaecuacionesconvectivo-difusivas
Analizamoslaimplementacióndelmétododelosvolumenesﬁnitosexplícito,
tomandoP=1enlaecuación(5.23),paraecuacionesconvectivo-difusivas
apartirdelasecuacionesdelmodeloanteriordondealaecuacióndecon-
tinuidad(5.11)leañadimosartiﬁcialmenteuntérminodifusivo:
∂tn+∂x 2∂xΩ1+(∂xΩ)2n−
2KBT
νeτe
∂xn
1+(∂xΩ)2 =0. (5.24)
ElcoeﬁcientedeltérminodifusivoobedecelarelacióndeEinstein[40].De-
bidoalaimplementacióndedichotérminodifusivoyanoexisteunadirección
privilegiadapordondeviajalainformación,porloqueesrazonableutilizar
paralosperﬁlesdeladensidadelectrónicanenlaparteconvectivadela
ecuaciónmediasaritméticasenvezdeunafunciónlinealyunlimitadorde
ﬂujo.
Lainsercióndelasmedias
n˜k,Wi :=n
ki−1+nki
2 , (5.25)
n˜k,Ei :=n
ki+nki+1
2 , (5.26)
paraelperﬁldenenlosﬂujosevaluadosenlasinterfasesxi−1/2yxi+1/2,
respectivamente,resultaequivalenteaunesquemadediferenciasﬁnitascen-
tradas. Coneloseconsigueunaprecisiónespacialdesegundoorden,tal
comomuestralaﬁgura5.5(a).
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Figura5.3:(a)ComparacióndelosmétodosLUDyCHKparaelcasohiperbólico.(b)
Transportedelpulsodelcampo,mostradoadistintostiempostcondistintosperﬁlesdel
campoeléctricoconsímbolos+,◦, ylíneadiscontinua,paraelmétodoimplícitouti-
lizandoLUD.Elcampodelíneadiscontinuacorrespondealmomentodelreciclaje(c)Er-
roresespacialesdelmétodoimplícitoconLUD.Laconvergenciaescuadrática(≈2.08).(d)
LUD:distintosperﬁlesdeladensidaddecorrienteJxparadistintasprecisiones. Los
perﬁlesconvergenparaunacantidaddenodosespacialesalto.
5.1.2.1 Implementacióndeltérminodifusivo
Paraobtenerunperﬁldeladerivadaparcialdeladensidadelectrónica,∂xn,
haremoslomismoqueconlaimplementacióndeladerivadadelpotencial:
escogemosdiferenciasregresivasparalainterfasexi−1/2ydiferenciasprogre-
sivasparalainterfasexi+1/2delaceldaCiylasdenotaremoscomo∂xnk,Wi y
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∂xnk,Ei ,conloque
∂xnk,Wi :=n
ki−nki−1
∆x (5.27)
∂xnk,Ei :=n
ki+1−nki
∆x (5.28)
SeaG=2KBTνeτe,entonceselesquemanuméricoqueda:
nk+1i = nki−∆t∆x



Vk,Ei n˜k,Ei −G ∂xn
k,E
i
1+ ∂xΩk,Ei
2


−

Vk,Wi n˜k,Wi −G ∂xn
k,W
i
1+ ∂xΩk,Wi
2




5.1.2.2 Condicióndecontornoyresultadosnuméricos
Demaneraanálogaacomosehizoenlaversiónpuramenteconvectivaobte-
nemoslacondicióndecontornoenx=0:
nk+11 = nk1−∆t∆x



Vk,E1 n˜k,E1 −G ∂xn
k,E
1
1+ ∂xΩk,E1
2

−σ∂xΩk1

.
Losgráﬁcosdelaﬁgura5.4(a)muestranperﬁlessuavesdelcampode-
bidoalainclusiónartiﬁcialdeltérminodifusivoyladesaparicióndelruido
numéricodebidoalmétodoexplícitoenelcasohiperbólicoenlasoscilaciones
autosustentadasdeladensidaddecorrientetotalJxenﬁgura5.4(b).Anali-
zandoloserroresdeJxmostradosenlaﬁgura5.5(a)secalculaqueelorden
deconvergenciadelmétodoescuadrático(≈2.08)en∆xydeprimerorden
(≈1.03)en∆t.
5.1.3 FVM1Dparaelmodeloaprimerorden
Todolovistohastaahoraessuﬁcienteparapoderabordarelproblemauti-
lizandolacorrecciónenelﬂujoJnx(4.115)hastaprimerordenusandoun
esquemaFVMexplícito.Podemosreescribirlarelaciónconstitutivadelﬂujo
enlaforma
Jnx=An+B∂xn+C(Jx−An)n+D(n−1)n+E (5.29)
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Figura5.5:ErroresyaproximacionesdelFVMexplícitoalproblemacontérminodifusivo
einsteniano.(a):Convergenciaespacialcuadrática.(b):Convergenciatemporaldeprimer
orden.(c):SolucionesnuméricasdeJxcondistintonúmerodenodos.
Delamismamaneraqueenlosdosanterioresapartados,elproblemaconsiste
enresolverlaecuacióndecontinuidadunidimensional
∂tn+∂xJnx = 0, (5.30)
conlarelaciónconstitutiva(5.29),juntoconlaecuacióndePoisson
∂xxΩ=n−1ϕ , (5.31)
74
Capítulo5.MétododeVolúmenesFinitosparaladescripcióndel
transporteelectrónico
lascondicionesdecontorno(5.1)-(5.4)
Ω(0,z,t)=0,
Ω(N,z,t)= eνeτeV−
e2B2l2N2
2m νeτe,
Jnx=σ∂xΩ en x=0,
Jnx=σ ∂xΩ+e
2l2B2N
m νeτe en x=N,
ylacondicióninicialn(x,t=0)=1.
5.1.3.1 EsquemanuméricodelFVMparaelproblemaaprimer
orden.
Paraobtenerelesquemanuméricodelaecuacióngeneraldeconvección-
difusión(5.30)bastaconescribirlosﬂujosenlasinterfasestalycomohemos
hechohastaahora,conloque
nk+1i = nki−∆t∆x A
k,E
i n˜k,Ei +Bk,Ei ∂xnk,Ei
+ Ck,Ei Jkx−Ak,Ei n˜k,Ei n˜k,Ei +Dk,Ei (˜nk,Ei −1)˜nk,Ei
− Ak,Wi n˜k,Wi +Bk,Wi ∂xnk,Wi +Ck,Wi Jkx−Ak,Wi n˜k,Wi n˜k,Wi
+ Dk,Wi (˜nk,Wi −1)˜nk,Wi , (5.32)
dondeporejemploAk,W/Ei = 2∂xΩ
k,W/E
i
1+ ∂xΩk,W/Ei
2 ycon∂xnk,W/Ei yn˜k,W/Ei
deﬁnidosen(5.25)-(5.28).
CalculamosladensidaddecorrientetotalJxatiempot=0apartirdela
relacióndeAmpêre(ϕ∂t∂xΩ+Jnx)|x=0 =Jx,yaqueJxsolodependedet,i.e.,Jx=Jx(t).Nótesequesenecesitaráelcampoatiempot=∆t,porlo
quedebemosobtenerelcampo∂xΩ(t=∆t)resolviendonuméricamentelaley
deAmpêreunidimensional(lostérminosizquierdoyderechodelaprimera
igualdadde(5.33)):
ϕ∂t∂xΩ+Jnx=(ϕ∂t∂xΩ+Jnx)|x=0 =Jx. (5.33)
Paraeloutilizaremosunmétodoexplícitodediferenciasﬁnitasdesegundo
ordenespacialjuntoconlacondiciónintegral N0 dx∂xΩ(x,t=0)=V
e
νeτe−
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e2B2n2l2
2m νeτe,ydondelasvariablesny∂xnenlarelaciónconstituiva(5.29)lassustituimosporlasderivadasdelcampo∂xΩmediantelaecuacióndePoisson.
Paratiempost≥∆tcalculamosnuméricamenteJxmediantesurelación
integralconelﬂujoJnx:
Jx(t)=1N
N
0
dxJnx(x,t). (5.34)
Esfácilcomprobarqueesteesquemaesconservativoexactamenteenelmismo
sentidoqueen(5.22).Esdecir,ladiferenciadecargaentredospasostem-
poralesconsecutivoses∆t −2Jknx1 +J
knx1+1/2
+ JknxNx−1/2 ,conloqueelinyector
yelcolector(i.e.,lasdoscarasdelaceldaC1ylacaraoestedelaceldaCNx
respectivamente)sonlosquecausanunamodiﬁcaciónenlacarganeta.
5.1.3.2 Condicionesdecontornoydiagramadelﬂujonumérico
Lacondicióninyectoralaobtenemosde maneraanálogaalosanteriores
apartados:
nk+11 = nk1−∆t∆x A
k,E
1 n˜k,E1 +Bk,E1 ∂xnk,E1
+ Ck,E1 Jkx−Ak,E1 n˜k,E1 n˜k,E1 +Dk,E1 (˜nk,E1 −1)˜nk,Ei
− σ∂xΩk1 . (5.35)
Paralacondicióncolectoratambiénconsideraremosqueelﬂujototalenla
últimaceldaescero,conloquenk+1Nx =nkNx.
Elﬂujonuméricodelalgoritmocomienzaconladensidadinicialdeelec-
tronesquenoslevaaconsiderarelLaplacianodeΩylaecuacióndeAmpêre
paraobtenerelpotencialeléctricoyladensidaddecorrientetotalJxrespecti-
vamente.Elpotencialeléctricosirvedeinputparalaecuacióndecontinuidad
(5.30),yéstanosdevuelvecomooutputladensidaddeelectronesn.Yasí
elprocesoserepitesucesivamente.Enformaesquemática:
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Condición
inicial
n(x,t=0)
Laplaciano
ObtencióndeΩ(x,t=0)
Ec.Ampêre
Obtenciónde Jx(t=0)
PoissonSolver
Input:n(x,∆t)
Output:Ω(x,∆t)
FVM
Input:Ω(x,t=0),Jx(t=0)
Output:n(x,∆t),Jnx(x,∆t)
Iteración:1
Rel.Integral
Input:Jnx(x,∆t)
Output:Jx(x,∆t)
Iteración:2
FVM
Input:Ω(x,∆t),Jx(∆t)
Output:n(x,2∆t),Jnx(x,2∆t)
Iteración:3
Rel.Integral
Input:Jnx(x,2∆t)
Output:Jx(x,2∆t)
PoissonSolver
Input:n(x,2∆t)
Output:Ω(x,2∆t)
..etc
5.1.3.3 Resultadosnuméricosdelproblemaaprimerorden.
Laﬁgura5.6muestralasoscilacionesdelacorrientetotalJxalresolverla
ecuacióndetransporteunidimensionalconlarelaciónconstitutivadeJnx
aprimerordenmedianteFVMysucorrespondienteevolucióndelcampo
eléctricoydensidadelectrónica.Elcomportamientodelasuperredesmuy
similaralobservadoenelefectoGunn:durantecadaperiododelasoscila-
ciones,undominiodelcampoesnucleadocercadelcátodoyavanzaenel
interiordelasuperredconvelocidadyformaconstantehaciaelánodo.
Laﬁgura5.6(c)muestraladensidadelectrónicaduranteunperiododeos-
cilación.Seobservaquedichoperﬁl,correspondienteaunpulsodelcampo
eléctrico,esunaondadipolarlacualesn>1detrásdelpicodelcampo
eléctrico,0<n<1delantedelpicoyelmáximolocaldeladensidadelec-
trónicasealcanzaalgomástardequeelpicodelpulsodelcampo.Apartir
delcálculodeloserroresdelasdistintasaproximacionesdeJx(verﬁguras5.7
(c)y(d))seobservaqueelordendeconvergenciadelmétodoescuadrático
(≈2.37)en∆xydeprimerorden(≈1.05)en∆t.
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Figura5.7: Resultadosnuméricosparaelmodeloaprimerordenyconvergenciade
loserroresdelmétodoFVMexplícitoutilizado.Lasﬁguras(a)y(b)muestrandistintas
solucionesnuméricasdeJxparadistintasprecisionesespacialytemporalrespectivamente,
dondenoseobservandiferenciascualitativasenlosperﬁles.Lasﬁguras(c)y(d)muestran
lasconvergenciasespacialcuadrática(≈2.37)ytemporaldeprimerorden(≈1.05)del
métodonumérico.
lacondiciónCFLparaasegurarestabilidadesmuchomásrelajadaconloque,
ﬁjadounaprecisiónespacial,elpasotemporalpodrátomarsemayorqueen
elFVMexplícito.
Alcompararlosdosmétodosenlaﬁgura5.9seobservaquelasamplitudes
delasoscilaciopnesdelacorrientesonidénticasperolasfrecuenciasson
sensiblementedistintas.Esosedebeaquelavelocidadalaquesepropagan
lospulsosdelcamponosondeltodoigualesenlosdosmétodosyaque
paraelmétodoFVMlasoscilacionesestacionariasaparecenparavalores
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5.2 Esquema2D
Debidoalainﬂuenciadelcampomagnéticoinclinadoentreelejex,dirección
decrecimientodelospozos,yelejez,elcomportamientodeladensidad
electrónicaydelcampoeléctricopuedeabarcarestaveztodoeldominio
bidimensionalgeneradoporelplanoXZ.Laeleccióndeunmétodonumérico
eﬁcienteserácrucialparapoderrealizarunadescripcióncualitativadela
dinámicaelectrónica. Enlosanterioresapartadossevioqueunmétodo
devolúmenesﬁnitosparaelmodelo1Dpermitíaintegrartantolaversión
hiperbólicacomoladelmodeloaprimerordendemaneraeﬁcaz.
Lasrazonesporlaquesehaelegidounmétodobasadoenvolúmenes
ﬁnitossonvarias. Engeneral,losmétodosFVMofrecenventajasensu
adaptabilidadaproblemasdemásdeunadimensión,enelhechodeque
nosedesarrolanlosoperadoresdiferencialesdelasecuacionesaintegrar
numéricamenteoenlasencilezenlaimplementacióndeunmaladonouni-
forme.Hayotrosaspectosmásparticularesrelativosacadatipodeproblema.
Consideremoslaimplementacióndelascondicionesdecontornodenuestro
problema.Sielánguloθentreelcampomagnéticoyladireccióndecreci-
mientodelospozosesestrictamentemenorqueπ/2,entoncesde(4.107)y
deigualarx=0en(4.113)seobtienelasiguienterelaciónparaladensidad
electrónicaenelinyector
n(x=0,z,t)=1+∂xΩ
2|x=0
2∂xΩ|x=0 σ∂xΩ|x=0−βzsinθcosθ,
conloquesi0<θ<π/2ladensidadelectrónicaenelinyectornoestará
deﬁnidacuandoelcampoeléctrico∂xΩenalgunaregióndedichocontactose
anule.Alutilizarunmétododevolúmenesﬁnitoslascondicionesdecontorno
delﬂujo,ecuaciones(4.107)-(4.109)oecuaciones(5.41)-(5.42),sepueden
implementardirectamenteenelalgoritmonumérico,evitandoutilizaruna
relaciónexplícitaparaladensidadn.
EnestasecciónsedetalalaimplementacióndelFVMparadescribircua-
litativamenteeltransporteelectrónicoenuncampomagnéticoconsiderando
soloeltérminoprincipalenlasrelacionesconstitutivasparaladensidadde
corriente,i.e.,elproblemaensuversiónpuramenteconvectiva.
LosparámetrosdescateringdependendelaintensidaddelcampoB[21].
Porlotanto,hacerdistintoscálculoscondistintasintensidadesmagnéticas
signiﬁcaquelosparámetrosdecolisiónνe,νppuedenvariar. Además,al
variarlaintensidadmagnéticaB,losvaloresnuméricosdelasescalastam-
biénpuedencambiarrespectodelatabla(4.2)aunquenodependandelas
frecuenciasνe,νp.Enlapartesuperiordelatabla(5.1)aparecenlasescalas
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paraunvalordeB=2T.
5.2.1 Ecuacionesadimensionalesdelproblema2D:mo-
deloconvectivo
Delasección(4.7.1)obtuvimoslasecuacionesadimensionalizadasaintegrar,
queson
∂tn+∂xJnx+ lLz
[vz]
[vx]∂zJnz = 0, (5.36)
∂xxΩ+l
2
L2z∂zzΩ =
n−1
ϕ , (5.37)
donde lLz
[vz]
[vx]=
l
Lz
42τ2eI0
m∆lLzI1≈6.7133×10
−6,l
2
L2z≈1.7222×10
−7,ϕ=
ενeτe
e2l2[n]≈0.9845paralosvaloresdelatabla(5.1),juntoconlasrelacionesa
ordenprincipal
J(0)nx = 2n ∂xΩ1+(∂xΩ)2, (5.38)
J(0)nz = n∂zΩ. (5.39)
Lascondicionesinicialydecontornoparalaecuacióndetransporteson
n(x,z,0) = 1 (5.40)
Jnx(0,z,t) =σ(∂xΩ(0,z,t)−βzsinθcosθ), (5.41)
Jnx(N,z,t) =σ∂xΩ(N,z,t)−β zcosθ−NlLzsinθ sinθ ,(5.42)
Jnz(x,±12,t) = 0, (5.43)
ylasdecontornodelaecuacióndePoisson
Ω(0,z,t) =−βLz2lcos
2θz2, (5.44)
Ω(N,z,t) = eνeτeV−β
Lz
2l
Nl
Lzsinθ−zcosθ
2
, (5.45)
∂zΩ(x,±1/2,t) =β xsinθ∓Lz2lcosθ cosθ, (5.46)
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Condición
inicial
n(x,z,t=0)=1
Laplaciano
Obtenciónanalíticade
Ω(x,z,t=0)
Update
n0=n(x,z,t=0)
Ω0=Ω(x,z,t=0)
PoissonSolver
Input:n
Output:Ω
FVM
Input:n0,Ω0
Output:n
Iteración:1
FVM
Input:n0,Ω
Output:n
PoissonSolver
Input:n
Output:Ω
Update
n0=n
Ω0=Ω
..etc Iteración:2
5.2.3 Malanouniformeyresoluciónnuméricadela
ecuacióndePoisson
Elcostecomputacionaleselevadoparalaresolucióndelproblemabidimen-
sional. Porlotanto,paraaligerareltiempodecomputaciónseoptapor
construirunmaladonouniformeconmásdensidaddenodosaládonde
aparezcanfuertesgradientesenladensidadelectrónica.Resultadosnuméri-
cospreviosmostraránqueexisteunaintensidadmagnéticacríticaBcapartir
delacualparacualquiervalorquesetomeB≥Bc,seformaráunconﬁ-
namientoelectrónicodandolugarauncanaldedensidaddecargaentrelos
contactosdondelainclinacióndependarádelángulodelcampomagnéticoy
laanchuramáximadesuintensidad.Elcanalserámásestrechosegúnseesté
máscercadeloscontactosysusextremosestarándeﬁnidosporlosmáximos
respectodeladirecciónzdelpotencialeléctricoΩenloscontactos.Dichos
máximossepuedencalculardirectamenteyaqueelpotencialtantoenelin-
yectorcomoenelcolectorestándeﬁnidosporlascondicionesDirichlet(5.44)
y(5.45)respectivamente.Enesasdosregionesdeloscontactosaparecerán
fuertesgradientes,porloquedeﬁniremosunmaladodemayordensidadde
nodosenelas.Paralaconstruccióndelanuevamalanosbasaremosenun
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clusteringnodaldeﬁnidoen[51].
LaecuacióndePoisson(5.37)estáacopladaconlaecuacióndetransporte
yaqueelladoderechodelaecuacióndependedeladensidadelectrónican.
Paralaintegracióndedichaecuaciónjuntoconlascondiciones(5.44)-(5.46)
utilizaremosunesquemadediferenciasﬁnitasaprimerordenparaaproxi-
marlasderivadasparcialesyasíimplementardemaneracómodalamala
nouniforme. Utilizaremosunmétododirecto:construiremosunamatriza
partirdelasecuacionesalgebraicasresultantesylainvertiremosparahalar
laaproximacióndelpotencialeléctricoΩ.
5.2.4 Resolucióndelaecuacióndetransportemediante
UpwindDiﬀerencingFVMImplícito
Talcomosehadichoantes,seutilizaráunamalanouniformeparalainte-
gracióndelasecuaciones.Supongamosunamalacontansolocinconodos,
etiquetadosdel1al5,conespaciadointernodalδk,1≤k≤4.Igualcomo
sehizoenelcapítuloanteriorconstruimoslasceldasconlasinterfasesinter-
nodales.Delsiguientediagrama
δ1 δ2 δ3 δ4
1 5
2 3 4
∆1=δ1/2 ∆2=δ1+δ22 ∆3=δ2+δ32 ∆4=δ3+δ42 ∆5=δ4/2
CeldaC3
podemosinferirlarelacióndelospasos∆xy∆zsiguiente:
∆xi = δ
xi−1+δxi
2 , 2≤i<Nx,
∆x1 = δx1/2, ∆xNx=δxNx−1/2,
∆zj = δ
zj−1+δzj
2 , 2≤i<Nz,
∆z1 = δz1/2, ∆zNz=δzNz−1/2.
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Delaprimerapartedelpresentecapítuloseextiendeelesquemanuméricocon
aproximaciónporpesointerpolante(5.23)alaecuacióndetransportebidi-
mensional(5.36).Paraotrasderivacionesdelmétodonuméricodevolúmenes
ﬁnitosensuversiónbidimensionalconsultar[44].Elesquemageneralbidi-
mensional,utilizandolanotaciónn0=nkyn=nk+1,es:
ni,j−n0i,j = −P ∆t∆xi J
Enxi,j
−JWnxi,j +
l
Lz
[vz]
[vx]
∆t
∆zj J
Nnzi,j
−JSnzi,j
−(1−P) ∆t∆xi J
0,Enxi,j
−J0,Wnxi,j +
l
Lz
[vz]
[vx]
∆t
∆zj J
0,Nnzi,j
−J0,Snzi,j ,
(5.50)
dondelossuperíndicesE,W,N,Sdenotanlascaraseste,oeste,norteysur
respectivamentedelaceldaCi,j.Delesquema(5.50)obtenemoselesquema
completamenteimplícitosiguiente(dandoP=1):
ni,j−n0i,j = −∆t∆xi J
Enxi,j
−JWnxi,j −
l
Lz
[vz]
[vx]
∆t
∆zj J
Nnzi,j
−JSnzi,j ,
(5.51)
donde
JEnxi,j =
1
2 ai,jVEi,jni+1,j+bi,jVEi,jni,j , (5.52)
JWnxi,j =
1
2 ci,jVWi,jni,j+di,jVWi,jni−1,j , (5.53)
JNnzi,j =
1
2 ei,jVNi,jni,j+1+fi,jVNi,jni,j , (5.54)
JSnzi,j =
1
2 gi,jVSi,jni,j+hi,jVSi,jni,j−1 , (5.55)
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juntoconlasvelocidades
VEi,j = 2
Ωi+1,j−Ωi,j
δxi
1+ Ωi+1,j−Ωi,jδxi
2,
VWi,j = 2
Ωi,j−Ωi−1,j
δxi−1
1+ Ωi,j−Ωi−,jδxi−1
2,
VNi,j =
Ωi,j+1−Ωi,j
δzj ,
VSi,j =
Ωi,j−Ωi,j−1
δzj−1
yenelquelasfuncionesa,b,c,d,e,f,g,hactivaránlapartedelﬂujosegún
elsignodelacomponentedelavelocidad:
ai,j = 1−signVEi,j,bi,j=1+signVEi,j,ci,j=1−signVWi,j,di,j=1+signVWi,j,
ei,j = 1−signVNi,j,fi,j=1+signVNi,j,gi,j=1−signVSi,j,hi,j=1+signVSi,j,
(5.56)
(notarqueelfactor1/2quedeberíairenladeﬁnicióndelasfunciones
a,b,c,d,e,f,g,hestáenlasecuaciones(5.52)-(5.55))con2≤i≤Nx−1,
2≤j≤Nz−1.
Elsiguientediagrama2.1daunaideagráﬁcadecómoseactivanlosﬂujos
segúnelsignodecadacomponentedelavelocidad,dondeelpuntocentral
dentrodelaceldaCi,jdenotaelnodo(xi,zj):
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∆xi=δ
xi−1+δxi
2
xi,zj+1
• •
ni,j+1VNi,j
•
xi−1/2,zj+1/2 xi+1/2,zj+1/2
◦ ◦
ni,jVNi,j
•
ni−1,jVWi,j
•
ni,jVEi,j
•
xi−1,zi ni,jVWi,j xi,zjni,jVSi,j
ni+1,jVEi,j xi+1,zi
◦ ◦
∆zj =
δ zj−1 +δ zj
2
xi−1/2,zj−1/2 xi+1/2,zj−1/2
ni,j−1VSi,j• • •
xi,zj−1
Sustituyendo(5.52)-(5.55)en(5.51)obtenemos
ni,j = n0i,j− ∆t2∆x (ai,jni+1,j+bi,jni,j)·VEi,j
−(ci,jni,j+di,jni−1,j)·VWi,j
−lLz
[vz]
[vx]
∆t
2∆z(ei,jni,j+1+fi,jni,j)·VNi,j
−(gi,jni,j+hi,jni,j−1)·VSi,j . (5.57)
con2≤i≤Nx−1,2≤j≤Nz−1.Reordenandoobtenemos
α1i,jni,j−1+α2i,jni−1,j+α3i,jni,j+α4i,jni+1,j+α5i,jni,j+1=n
0i,j (5.58)
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dondelosvaloresdeloscoeﬁcientesdelamolécula
α5
α2 α3 α4
α1
son
α1i,j = −a1
∆t
2∆zjhi,jVSi,j,
α2i,j = −
∆t
2∆xidi,jVWi,j,
α3i,j = 1+
∆t
2∆xi bi,jVEi,j−ci,jVWi,j +
a1∆t
2∆zj fi,jVNi,j−gi,jVSi,j ,
α4i,j =
∆t
2∆xiai,jVEi,j,
α5i,j =
a1∆t
2∆zjei,jVNi,j
cona1= lLz
[vz]
[vx].
Nótesequeencasodehaberseimplementadoelprimerordendelascorrec-
cionesdelosﬂujos((4.78),(4.83)),nohubierahechofaltaqueelalgoritmo
identiﬁcaraelsignodelavelocidadyaquevolveríamosatenerunproblema
detipoconvectivo-difusivo.
5.2.4.1 Condicionesdecontornoenlaecuacióndetransporte
Veamosprimerolascondicionesenloscontactos.Encuantoalosﬂujosen
ladirecciónz,siaplicamoseloperadordiferencial∂zsobrelascondiciones
Dirichlet(5.44),(5.45)delaecuacióndePoissonobtendremoslavelocidad
analíticaenloscontactosx=0,N.EstosvalorescorresponderánalosVS1,j,
VN1,j,VSNx,jyVNNx,jdelesquemanumérico.
Encuantoalacondiciónenelcolector,adaptamoslaimplementación
vistaenelcasounidimensional,relación(5.21),conloquealavelocidaden
lainterfaseestedelaúltimaceldaleasignamoselvalordelaoestedela
90
Capítulo5.MétododeVolúmenesFinitosparaladescripcióndel
transporteelectrónico
mismacelda,i.e.,VENx,j← VWNx,j,conloque
JEnxNx,j=VWNx,jnNx,j. (5.59)
UtilizaremosestaimplementaciónparacualquiersignodelavelocidadVENx,j,yaquelacondiciónóhmicadelcontactocolector(5.42)dainestabilidades
numéricas.
ParalacondicióninyectorasiVW1,j>0consideraremoslaversiónnumérica
delaecuaciónóhmica(5.41),estoes
JWnx1,j=σ(∂xΩ1,j−βzjsinθcosθ), VW1,j>0 (5.60)
ysiVW1,j < 0entoncesadaptamoslaimplementaciónanálogavistaenel
colector,i.e.VW1,j← VE1,j,conloque
JWnx1,j=VE1,jn1,j, VW1,j<0. (5.61)
LacondiciónenlosbordesaisladosdelaecuacióndePoisson(5.46)nosda
lavelocidadVzenz=−1/2yz=1/2,conloquedichavelocidadesVSi,1>0
yVNi,Nz<0respectivamente∀t. Lascondicionesdecontornoenlosbordesaisladosparalaecuacióndetransporteseránlaimplementaciónnuméricade
Jnz(x,±1/2,t)=0,incluidaslasesquinas(1,±1/2),(N,±1/2).
Apartirdeestascondicionesdecontornotenemoslaecuacióndiscretizada
queinvolucraladensidadelectrónicanparaelcátodosiguiente
n1,j−n01,j = −∆t∆x J
Enx1,j
−r2
+σ(∂xΩ1,j−βsinθcosθz)−r2
−VE1,jn1,j
−lLz
[vz]
[vx]
∆t
∆z J
Nnz1,j
−JSnz1,j , (5.62)
donder± =1±sign(∂xΩ1,j)activarálapartedelﬂujonuméricosegúnlas
discriminacionesanteriores(5.60),(5.61)ydondeparacalcularlaaproxima-
ción∂xΩ1,jutilizaremosunadiferenciaﬁnitadescentrada[52].Paraelánodo
tendremosentonces
nNx,j−n0Nx,j=−
∆t
∆x VWNx,jnNx,j−J
WnxNx,j
− lLz
[vz]
[vx]
∆t
∆z J
NnzNx,j
−JSnzNx,j .(5.63)
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EnlosbordesaisladostenemosqueJnz(z=±1/2)=0,conloquenuméri-
camenteJSnzi,1=0yJ
Nnzi,Nz
=0.Porlotanto
ni,1−n0i,1 = −∆t∆x J
Enxi,1
−JWnxi,1 −
l
Lz
[vz]
[vx]
∆t
∆zJ
Nnzi,1
, (5.64)
ni,Nz−n0i,Nz = −
∆t
∆x J
Enxi,Nz
−JWnxi,Nz −
l
Lz
[vz]
[vx]
∆t
∆zJ
Snzi,Nz
. (5.65)
Reordenandolaecuación(5.62)obtenemosparaelcontactoinyector
α1j
INYn1,j−1+α3j
INYn1,j+α4j
INYn2,j+α5j
INYn1,j+1=n01,j+α2j
INY,TF
donde
α1j
INY = −a1∆t2∆zjh1,jVSj
INY,
α2j
INY = ∆t2∆x1r
+σ ∂xΩ1,j
j
−βsinθcosθzj ,
α3j
INY = 1+ ∆t2∆x1 b1,jVE1,j−r
−VE1,j
+ a1∆t2∆zj f1,jVNj
INY−g1,jVSj
INY ,
α4j
INY = ∆t2∆x1a1,jVE1,j,
α5j
INY = a1∆t2∆zje1,jVNj
INY
con2≤j≤Nz−1ydondeenj=1,NzconsideraremosVS1
INY=0=VNNz
INY
.LossuperíndicesINY,TFdenotaninyector(i.e.,aquelosnodos(i,j)tales
quei=1)ytérminofuenterespectivamente. Nótesequelasvelocidades
obtenidasanalíticamenteapartirdelascondicionesDirichletenelborde
inyectordelaecuacióndePoissonlashemosdenotadoconelsuperíndice
INY.Análogamentetambiénlodenotaremosparalasvelocidadesanalíticas
enelcolector.
De(5.63)obtenemosparaelcontactocolectorque
α1j
COLnNx,j−1+α2j
COLnNx−1,j+α3j
COLnNx,j+α5j
COLnNx,j+1=n0Nx,j
(5.66)
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(nótesequenohaytérminoα4)donde
α1j
COL = −a1∆t2∆zjhNx,jVSj
COL,
α2j
COL = − ∆t2∆xNxdNx,jVWNx,j,
α3j
COL = 1+ ∆t2∆x1 VWNx,j−cNx,jVWNx,j
+ a1∆t2∆zj fNx,jVNj
COL−gNx,jVSj
COL ,
α5j
COL = a1∆t2∆zjeNx,jVNj
INY
con2≤j≤Nz−1ydondeenj=1,NzconsideramosVS1
COL=0=VNNz
COL
.
5.2.4.2 Construcción matricialdel método
Elobjetivodereformularlasecuacionesutilizandolasvariablesαp,1≤p≤5,
eslasimpliﬁcaciónensuimplementaciónenlamatrizAdelaecuaciónma-
tricialAn=b(n0)pararesolvernuméricamentelaecuacióndetransporte.
SeanlastressiguientesmatricesdeordenNx×Nx:
Dj=


α3j
INY α4j
INY 0 0 ... 0
α22,j α32,j α42,j 0 ... 0.. ... ..
0 ... 0 α2Nx−1,j α3Nx−1,j α4Nx−1,j
0 ... 0 0 α2j
COL α3j
COL


,
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Bj=


α1j
INY 0 0 ... 0
0 α12,j 0 ... 0.. ... ..
0 ... 0 α1Nx−1,j 0
0 ... 0 α1j
COL


,
Cj=


α5j
INY 0 0 ... 0
0 α52,j 0 ... 0.. ... ..
0 ... 0 α5Nx−1,j 0
0 ... 0 α5j
COL


.
LamatrizdecoeﬁcientespentadiagonalAdelaecuaciónmatricialAn=b
pararesolverlaecuacióndetransportemedianteelupwinddiﬀerencingFVM
implícitoqueda:
A=


D1 C1 0 0 ... 0
B2 D2 C2 0 ... 0.. ... ..
0 ... 0 BNz−1 DNz−1 CNz−1
0 ... 0 0 BNz CNz


,
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Losvectorescolumnadeincógnitasydeltérminofuentesonrespectivamente:
n=


n1,1
n2,1..
nNx−1,1
nNx,1
..
n1,j
n2,j..
nNx−1,j
nNx,j
..
n1,Nz
n2,Nz..
nNx−1,Nz
nNx,Nz


,b=


n01,1−α21
INY
n02,1..
n0Nx−1,1
n0Nx,1
..
n01,j−α2j
INY
n02,j..
n0Nx−1,j
n0Nx,j
..
n01,Nz−α2Nz
INY
n02,Nz..
n0Nx−1,Nz
n0Nx,Nz


.
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n Ω vx vz x,k−1
ND+εB2m
√νe(νe+νp)
e
∆lI1
4I0 1+νpνe
1+νpνe
mLz l
38.0018×1022m3 l×3.5507kVcm 17.7125kms 0.2865kms 8.3nm
z,k−1z t
Lz [x][vx]
20µm 0.4686ps
masaenreposodelelectrón me 0.91095×10−30 [kg]
masadelelectrón m 6.1034×10−32 [kg]
constantedieléctrica ε 1.1068×10−10 C2/(Nm2)
densidaddeldopaje ND 3e22[m−3]
intensidaddelcampomagnético B 0≤B≤14[T]
cargadelelectrón e 1.60218×10−19 [C]
frecuenciadechoqueinelásticos νe (1e12)/1.5[Hz](B=14T,θ=π/2),
1.35e12[Hz](0.1T≤B<2T,0≤θ<π/2)
0.9e12[Hz](B≥2T,0≤θ<π/2)
frecuenciadechoqueelásticos νp (1e15)/21[Hz](B=14T,θ=π/2),
1.35e13[Hz](0.1T≤B<2T,0≤θ<π/2)
0.9e13[Hz](B≥2T,0≤θ<π/2)
constantereducidadePlanck 1.05457×10−34 [Js]
longituddelperíodo l 8.3×10−9 [m]
energíadelaminibanda ∆ 3.04413528×10−21 [J]=19[meV]
númerodepozos N 14
temperaturadelared T 4.2[K]
longituddeldispositivoenladirecciónz Lz 20×10−6 [m]
voltajeaplicado V parámetrolibre[V]
conductividadeléctricadelmaterial σ parámetrolibre[(Ohm×m)−1]
ánguloentreByelejex θ 0≤θ≤π/2
Tabla5.1: Arriba:escalamientodelasecuacionesdiferencialesparaB=2T.Abajo:
parámetrosfísicosdelmodelodondeτe= 1+νpνe.

Capítulo6
Resultadosnuméricos
Losresultadospresentadosenestecapítuloabarcanexperimentosnuméri-
cosdedistintasintensidadesmagnéticasadistintosángulosentreelcampo
magnéticoyelejedecrecimientodelasuperred,dondesehanencontrado
inestabilidadesdeltipoGunn.
Lasimulacionessincampomagnéticomuestranuncomportamientouni-
dimensionaldeladensidadydelacomponentexdelcampoeléctricosimilar
alcasocuandoelcampomagnéticoesperpendicularalejedecrecimiento
delospozosvistoalolargodelasección(5.1).Laﬁgura6.1muestraun
reciclajecompletodeladensidadelectrónicasinpresenciadecampomag-
nético. CalcularemoslacorrienteImediantelaintegracióndeladensidad
decorrienteJn=(Jnx,Jnz)sobrelaseccióndelcolector.Condimensiones
I(t)=
col
(Jnx,Jnz)·NdAcol, (6.1)
dondeN eslanormalqueapuntahaciaafueradelamuestrayAcolesla
superﬁciedelcolector.Tomamoslasdimensionesdelacorrientecomo
[I]=[n][vx]eLzLy=0.034C/s.
Enlaﬁgura6.2semuestraelperﬁldelacorrienteI/[I]paracampomag-
néticonulo.
Paracamposmagnéticosparalelosalejex,i.e.θ=0,lassimulacionespara
ladensidadelectrónicamuestranunasimetríarespectodelarectaz=0de-
bidoaldesacoplamientodelasfrecuenciasdeBloch,ωB=eFl,ylasfrecuen-
ciasciclotrónicas,ωc=eBm cosθ,provinientesdelcampomagnético. Paraexplicarestefenónemoconsideramoslasecuacionessemiclásicascondimen-
sionesde(2.3).Supongamosquenohaycolisionesentreelectronesyqueel
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t/ [t]
200 250 300
I / [I
 ]
0
2
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Figura6.2: B=0T,V=0.12V.PerﬁldelacorrienteI(t). Delostiempost/[t]=
{255,260,265,270,275,280}sehanobtenidolassecuenciasparaladensidadelectrónica
delaﬁgura6.1.
siguientesecuaciones:
x˙ = ∆l2 sinkl, (6.2)
z˙ = mkz, (6.3)
k˙ = eF−eBm kysinθ, (6.4)
k˙z = eFz+eBm kycosθ (6.5)
conkydadoporlaecuación
ky=eB(xsinθ−zcosθ).
Talcomosecalculóen(2.3),siconsideramosθ=0oenlasecuaciones(6.2)-
(6.6)selegaaquelacomponentexdelmovimientodelelectróndepende
únicamentedelafrecuenciaωB yquelacomponentezsolodependedela
frecuenciaciclotrónicaωc.Porlotanto,cuandoelcampomagnéticosiguela
direccióndelejexlafrecuenciadeBlochestádesacopladadelafrecuencia
ciclotrónica.
Siguiendoelmismodesarroloparaelcasodeuncampomagnéticocon
unainclinación0<θ<π/2selegaalaecuacióndelosciladorarmónico
forzado:
k¨z+ω2ckz=e
2B2∆l
4m 2 sin2θsin ωB+
eFzltanθ t−l(kz−kz0)tanθ+lk0 ,
(6.6)
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t/ [t]
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I / [I
 ]
0.5
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Figura6.5:B=0.1T,V=0.12V,θ=0o.PerﬁldelacorrienteI(t). Delostiempos
t/[t] ={710,715,720,725,730,735}sehanobtenidolassecuenciasparaladensidad
electrónicadelaﬁgura6.4.
cuentraenelordendelossubterahercios. Enlapartedeladerechadela
ﬁgura6.10semuestralacaracterísticacorriente-voltajeI(V)paraloscasos
θ=0o,30oy60o,dondetambiénseindicanlosmáximosylosmínimosde
lasoscilacionesdelacorriente.Enlaizquierdaseencuentranlascorrespon-
dientesfrecuenciasparalosdistintosvoltajes.Enlaanteriorﬁgura,losex-
perimentosnuméricossonparaunamismaintensidaddelcampomagnético,
B=0.1T.EnlacaracterísticaI(V)seapreciaelcarácteróhmicohastaun
voltajecríticosimilarenlostrescasosθ=00,30o,60oqueesaproximada-
menteVc≈0.03V.Enlaﬁgura6.11losparámetrossonB=1Tyθ=85o.
Enlosexperimentosnuméricostambiénseobservaquealaumentarlain-
tensidaddelcampomagnéticoymantenerlosdemásparámetrosﬁjos,la
frecuenciaaumenta. Enconcreto,paraunvoltajeV=0.3Vyunaincli-
nacióndelcampomagnéticoθ=85o,sivariamoslaintensidadmagnética
Bde0Ta1Tlafrecuenciaaumentaaproximadamentede46GHza85GHz,
mientrasquelaamplituddelasoscilacionesdelacorrienteI(t)disminuyen,
talcomomuestralaﬁgura6.11.Enconcreto,losmáximosdelasamplitudes
delacorrientedisminuyende59.5mAparaB=0.125Ta27.5mApara
B=1T,mientrasquelosmínimosaumentande5mAa13mA.
6.2 Camposmagnéticosaltos
Apartirdecamposmayoresoigualesa2Tladensidadelectrónicaseconﬁna
enuncanal. Paraestetipoderégimenlastasasdecolisióntantoenla
superredcomoenelcontactoinyectorsondistintasrespectodelcasodelas
intensidadesmagnéticasbajas.
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Figura6.7:B=0.1T,V=0.12V,θ=60o. PerﬁldelacorrienteI(t). Delostiem-
post/[t]={1520,1525,1530,1535,1540,1545}sehanobtenidolassecuenciasparala
densidadelectrónicadelaﬁgura6.6.
las.Enlosexperimentosnuméricosrealizadosenestecapítulo,lafrecuencia
inelásticautilizadaencamposmagnéticosbajosesdeνe=1.35e12Hz,mien-
trasqueparaintensidadesdeB=2Tsehareducidodichafrecuenciaa
νe=9e11Hz.Paraestosvaloresnuméricosdelasfrecuenciassehanencon-
tradosolucionesoscilatoriasdelacorriente.
Otroparámetrolibrequehavariadosigniﬁcativamentedecamposmag-
néticosbajosaaltoseslaconductividadσ. Mientrasquevaloresadimen-
sionalesdeσ=0.1permitenencontrarsolucionesoscilatoriasdelaco-
rrienteparaintensidadesbajas,paraintensidadesaltassedebereducirdicho
parámetroentresórdenesdemagnitud.ApartirdelmodelodeDrudepara
laconduccióneléctricavistoen(3.2.3)endondeseestableceque
σ=e
2τcnc
m ,
sepuedecalcularparaquétiemposdescateringenelcontactoinyector,
τc,correspondenlosanterioresvaloresadimensionalesdelaconductividad.
Tomandoelvalordeldopajeenelcontactonc=1023m−3yteniendoen
cuentalasdimensionesdelaconductividad[σ]= e
2l2∆I1[n]
42I0(νe+νp)(sección(A.6)delapéndice),losvaloresdescateringenelcontactopasanaserde
τc=0.708fsparaintensidadesmagnéticaspordebajodelosdosteslasa
τc=0.005fsparaintensidadesaltas.

106 Capítulo6.Resultadosnuméricos
t/ [t]
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 ]
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Figura6.9:B=1T,V=0.32V,θ=85o.PerﬁldelacorrienteI(t).Delostiempost[t]=
420,425,430,435,440,445
f 
(
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)
×1010
5
10 θ=0o
I 
/ 
[I 
]
0
2
θ=0o
f 
(
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)
×1010
5
10 θ=30o
I 
/ 
[I 
]
0
2
θ=30o
V (V)
0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
f 
(
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)
×1010
5
10 θ=60o
V (V)
0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
I 
/ 
[I 
]
0
2
θ=60o
(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
sehanobtenidolassecuenciasparaladensidadelectrónicade
laﬁgura6.8.
Figura6.10:Frecuencias((a),(c),(e))yperﬁlI(V)correspondiente((b),(d),(f))donde
semuestranlosmáximos,promediosylosmínimos(símbolos , , respectivamente)
delasoscilacionesautosotenidasdeI(t)paracadavoltajedondehemosﬁjadoB=0.1T
conθ=0o,30oy60o.
ampliodelosparámetros. Porejemplo,ﬁjandolosparámetrosdelcampo
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Figura6.13:PerﬁldelacorrienteparaelcasoB=2T,θ=45oyV=0.09V.(a)
Oscilacionesautosostenidasdelacorrientedondelafrecuenciadeoscilaciónesde80GHz.
(b)Perﬁlampliadodelacorriente.
Enlaﬁgura6.14semuestrantresperﬁlesdeoscilacionesparavalores
entredosycuatroteslas.Enlosrangostemporalesmostradosenlaﬁgura
6.14(b)y(c)(resultadosnuméricoscorrespondientesalosvaloresB≥2T),
noseobservaningúnperíodo.
Ladinámicadelasondasviajerasdedensidadelectrónicaestáligada
directamenteconelánguloqueformaelcampomagnéticoconelejede
crecimientodelasuperred,conlaintensidadmagnéticayconelvoltajeapli-
cado.Veamoscómolatrayectoriaquelaondaseguiráatravésdelamuestra
dependedirectamentedelánguloθ.Seanlosgradientesdelpotencialeléc-
tricoE=(∂xΩ,∂zΩ),dondecomosiempresetieneencuentaelcambiode
variable4.20.CuandolasintensidadesmagnéticassonB≥2T,losgradien-
tesdelpotencialenladireccióndelejezsonlosuﬁcientementealtospara
acumularsobreeldominiouncanaldedensidaddecargapordondeaconte-
ceráeltransporteelectrónico.Losextremosdelcanaldeberándecoincidir
conlospuntosmáximosdelpotencialeléctricorespectoladirecciónzenlos
contactos:delascondicionesDirichletdelpotencial(5.44)y(5.45)sede-
ducequeestosextremosquedanenelpunto(x,z)=(0,0)paraelcátodo
yel(x,z(θ))=(N,N lLztanθ)paraelánodorespectivamente. Además,losresultadosnuméricosmuestranquehayunaacumulacióndedensidad
electrónicaenelextremosdelcanal(verﬁgura6.16). Enlaﬁgura6.15se
muestranondasdecargaviajerasparaintensidadesmagnéticasdeB=2T,
B=3TyB=4Tyconángulosθ=60oθ=50oyθ=45orespectivamente.
Cadaunadelasondas,enformadedipolo(ver6.15(f)),senucleaenel
primerterciodelamuestraysedirigealazonadeacumulacióndedensidad
electrónicadelcontactocolectordeﬁnidapor(x,z(θ))=(N,N lLztanθ).
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Figura6.14:Oscilacionesdelacorrientedondeθ=45oyV=0.085Vyconintensidades
magnéticas(a)B=2T,(b)B=3T,(c)B=4T.
Enconclusión,apartirdelmodeloutilizadoyconlaeleccióndeunmétodo
deintegraciónnuméricaapropiado,hasidoposibleobservardemaneracua-
litativaunadependenciabidimensionaldelasdensidadeselectrónicasdelos
parámetrosintensidadeinclinacióndelcampomagnéticoyvoltaje.
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(b)
(d)
(f)
Figura 6.15: Ondas de densidad electrónica para (a), (b): B=2Tyθ= 60o, (c),
(d):B=3Tyθ= 50oy (e), (f):B=4Tyθ= 45o. Se muestra la dependencia de la
trayectoria de la onda del ánguloθ, la cual se dirige a la zona de acumulación de densidad
en el colector. En los tres casos se observa como el ancho del canal y de la onda disminuye
a medida que se incrementa la intensidad magnéticaB.


Capítulo7
ConclusionesGenerales
Esteúltimocapítuloenglobalasconclusionesgeneralesylasposiblescontin-
uacionesdeltrabajopresentadoenlamemoria.Enestatesishemosinves-
tigadomedianteunmodelobasadoenunaecuacióncinéticasemiclásicael
transportedecargaelectrónicoensuperredesfuertementeacopladasdetipo
GaAs/InAs/AlAsbajolainﬂuenciadecamposmagnéticos.
Enlarevisiónbibliográﬁcarealizadaenestamemoriadelosestudios
concernientesaladinámicaelectrónicadelasuperredsemiconductorase
describeunmodeloteóricoqueconstadelossiguientespuntos:delasecua-
cionessemiclásicasdelmovimientoelectrónicoseconstruyeunavelocidad
driftqueconsideraelefectodelascolisionesdeelectronesfundamentado
enelmodelounidimensionaldeEsaki-Tsuysecalculansolucionesdeoscila-
cionesautosostenidasdelacorrientebasadasenunaecuacióndecontinuidad
decargaunidimensional.
Enestatesisdoctoralseproponeunmodelobasadoenunaecuaciónde
transportedeBoltzmanncontérminosdecolisionesdeltipoBGKacopladaa
laecuacióndePoissonparaelpotencialeléctrico.Considerandolostérminos
decolisiónydecampoeléctricodominantesenlaecuacióncinética,sede-
sarrolaelmétodoperturbativodeChapman-Enskogparaobtenerunaapro-
ximaciónalafuncióndedistribuciónelectrónicayseestablecelaecuación
delmomentobidimensionaldetipoconvectivaparaladensidadelectrónica.
Estemodelocontemplatérminosdecolisionesmáscontundentesyconsidera
unageometríabidimensionalparaladinámicaelectrónicasiendoéstamás
acordeparaladescripcióndeltransporteelectrónicoensuperredesbajola
accióndeuncampomagnético.
Pararesolverelmodelobidimensionaldeecuacionesacopladasseopta
porunmétododevolúmenesﬁnitos.Paracomprobarelmétodonumérico,
primeroseconstruyeunaconﬁguraciónunidimensionaldelproblemacon-
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siderandoelcampomagnéticoperpendicularalejedecrecimientodelasu-
perredyposteriormenteseextiendealcasobidimensional.
Losresultadosnuméricosparaeltransporteelectrónicomuestranuna
fuertedependenciaeldominiobidimensional.Unaadecuadaeleccióndelas
frecuenciasdescateringtantoeneldominiodelasuperredcomoenelcon-
tactoinyectororiginanenlassolucionesnuméricasunapropagacióndeondas
viajerasdedensidadelectrónicaqueconformanoscilacionesautosostenidas
delacorriente.Ladinámicaylageometríadeestasondasdependedirecta-
mentedelasintensidadesdelcampomagnético,delánguloqueformadicho
campoconelejedecrecimientodelospozosydelvoltajeaplicado.
Parafuturaslíneasdetrabajosepuedetenerencuentaunaumentodel
ordendeprecisiónespacialdelmétodonuméricobidimensionalconsiderando,
porejemplo,laimplementacióndelesquemaLUD,elcual,talcomosemostró
enlaimplementaciónunidimensionalenelCapítulo5,esválidoparaecua-
cionesdecarácterpuramentehiperbólico.Otroproblemaporexploraresla
resoluciónnuméricadelmodelobidimensionalconsiderandolaexpansiónde
lafuncióndedistribuciónaprimerorden.
AppendixA
Adimensionalizacióndelas
ecuaciones
A.1 EcuacióndePoisson
Entodoesteapéndice,siunavariabletieneelsímbolo^signiﬁcaquela
variablenotienedimensiones. Además,siunavariableapareceentrelos
símbolos[]signiﬁcaquesonlasdimensionesfísicasdedichavariable(estas
dimensionessepuedenobtenerdelatabla5.1).DelaecuacióndePoisson
selegaa
ε ∂
2(ˆΩ[Ω])
∂2(ˆx[x])+
∂2(ˆΩ[Ω])
∂2(ˆx[x]) = enˆ[n]−ND−
εB2
m .
Teniendoencuentaque[n]=ND+εB2m obtenemos
ε[Ω]
e[x]2[n]
∂2ˆΩ
∂ˆx2+
[x]
[z]
2∂2ˆΩ
∂ˆz2 =ˆn−1.
Deﬁniendo
ϕ= ε[Ω]e[x]2[n]=
ε νe(νe+νp)
e2l2(ND+εB2m )
≈0.097159,
dondesehatenidoencuentaque[Ω]=[W]=[F][x],ﬁnalmenteseobtiene
laexpresiónsindimensionesdelaecuacióndePoisson
∂2ˆΩ
∂ˆx2+
l2
L2z
∂2ˆΩ
∂ˆz2=
1
ϕ(ˆn−1), (A.1)
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donde
[x]
[z]
2
= l
2
L2z≈ 4.15×10
−42≈1.72×10−7.
A.2 Ecuacióndetransporte
Laecuacióndetransporte(4.87),veriﬁcalassiguientesrelacionescondimen-
siones
[e][n]
[t]≡
[Jnx]
[x]≡
Jnz
z
yteniendoencuentaque
[Jnx]≡[e][n][vx], [Jnz]≡[e][n][vz]
severiﬁca
e[n]
[t]
∂ˆn
∂ˆt+
[Jnx]
[x]
∂ˆJnx
∂ˆx +
[Jnx]
[z]
∂ˆJnz
∂ˆz =0.
Simultiplicamospor [x]e[n][vx]obtenemosﬁnalmente
∂ˆn
∂ˆt+
∂ˆJnx
∂ˆx +
l
Lz
[vz]
vx
∂ˆJnz
∂ˆz =0. (A.2)
A.3 EcuacionesdeAmpère
Delaecuaciónε∂∂t
∂W
∂x +Jnx=Jxresulta
ε[Ω]
[t][x]
∂
∂ˆt
∂ˆΩ
∂ˆx +Jˆnx[Jnx]=ˆJx[Jx]
dondesehatenidoencuentaque∂∂ˆt
∂Wˆ
∂ˆx =
∂
∂ˆt
∂ˆΩ
∂ˆx yladeﬁniciónΩ,
yaqueeltérmino Bmkysinθnodependedeltiempoyporconsiguientesuderivadarespectotescero.Utilizando[Jx]=[Jnx],seobtieneﬁnalmente
ϕ∂∂ˆt
∂ˆΩ
∂ˆx +Jˆnx=Jˆx.
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Análogamenteparalasecuacionescondimensionesε∂∂t
∂W
∂z +Jnz=Jz,
ytomando[Jnz]=e[n][vz]=[Jz],legamosaque
ϕlLz
[vx]
vz
∂
∂ˆt
∂ˆΩ
∂ˆz +Jˆnz=Jˆz.
A.4 Ecuacióndeladivergencianula
De∇x·J=0selegaaque
e[n][vx]
[x]
∂ˆJx
∂ˆx+
e[n][vz]
[z]
∂ˆJz
∂ˆz=0.
Multiplicandopor [x]e[n][vx],legamosalaecuacióndeladivergencianulasindimensiones
∂ˆJx
∂ˆx+
l
Lz
[vz]
[vx]
∂ˆJz
∂ˆz=0. (A.3)
A.5 Dominiodeintegracióndelasecuaciones
Eldominiodelasecuaciones,condimensiones,es:
(x,z)∈[0,L]× −Lz2,
Lz
2 .
YaqueL=Nl,obtenemosx=L⇒ xˆ[x]=Nl,yentoncesˆx=N.
Análogamente,z=−Lz2 ⇒ zˆ[z]=−Lz2 ⇒ zˆ=−12.Tambiénˆz=12paraelextremosuperiordelintervalo.Entonces,eldominiosindimensioneses
(ˆx,ˆz)∈[0,N]× −12,
1
2 .
A.6 Condicionesdecontorno
Partimosde
Ω(0,z,t)=W(0,z,t)−
2k2y
2me x=0=0−
eB2
2mcos
2(θ)z2⇒ Ωˆ(0,z,t)= eΩ(0,z,t)νe(νe+νp).
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Entonces
Ωˆ(0,ˆz,ˆt)=− e
2B2cos2(θ)L2z
2m νe(νe+νp)z
2.
Porotraparte,W(L,z,t)=V(biasvoltage),entonces
Ω(L,z,t) =W(L,z,t)−
2k2y
2me x=L=V−
eB2
2m(Lsinθ−zcosθ)
2⇒
Ωˆ(ˆx=N,zˆ,ˆt) = eΩ(L,z,t)νe(νe+νp),
yobtenemos
Ωˆ(N,zˆ,ˆt)= eVνe(νe+νp)−
e2B2L2z
2m νe(νe+νp)(N
l
Lzsinθ−zcosθ)
2.
Lascondicionesparalasdensidadesdecorrientexson
Jnx=σF=σ∂W∂x=σ
∂
∂x Ω+
2k2y
2me =σ
∂Ω
∂x+
eB2
m sinθ(xsinθ−zcosθ).
Cuandox=0,obtenemos
Jˆnx(ˆx=0,ˆz,ˆt)= σe[n][vx]
[Ω]
[x]
∂ˆΩ
∂ˆx(0,ˆz,ˆt)−
eB2
m (cosθsinθ)ˆzLz .
Teniendoencuentaque
σ
e[n][vx]
[Ω]
[x]=
σ42I0(νe+νp)
e2l2∆I1[n] =
σ
[σ]=ˆσ
donde
[σ]= e
2l2∆I1[n]
42I0(νe+νp).
Porotraparte
σeB2Lz
me[n][vx]=
σˆ[σ]B2Lz
m[n][vx]=ˆσ
e2lLzB2
m νe(νe+νp)=ˆσβ
siendo
β= e
2lLzB2
m νe(νe+νp).
A.7.RelaciónconstitutivaJnz 119
Finalmente,lascondicionesdeladensidaddecorrienteenxˆ=0yxˆ=N
son
Jˆnx(ˆx=0,ˆz,ˆt) =σˆ ∂ˆΩ∂ˆx(0,ˆz,ˆt)−βˆzsinθcosθ
Jˆnx(ˆx=N,zˆ,ˆt) =σˆ ∂ˆΩ∂ˆx(N,zˆ,ˆt)−βsinθ zˆcosθ−
Nl
Lzsinθ .
Parazˆ=±1/2resulta
Jnz(x,−Lz2,t)=Jnz(x,
Lz
2,t)=0⇒ Jˆnz(ˆx,ˆz=−
1
2,ˆt)=Jˆnz(ˆx,ˆz=
1
2,ˆt)=0.
A.7 RelaciónconstitutivaJnz
UtilizandoVz= emνe
∂Ω
∂zsetieneque[Vz]=
τe
mLz=[vz].Entonces
Vˆz=∂ˆzˆΩ.
Además,utilizandoQx= elνe(νe+νp)
∂Ω
∂x,podemosdeducirque[Qx]=1.
Entonces
Qˆx=∂ˆxˆΩ.
DeJ(0)nz =enVzselegaaque
Jˆ(0)nze[n][vz]=e[n]ˆnˆVz[vz],
entonces
Jˆ(0)nz =ˆnˆVz.
De(4.83)selegaaque
Jˆ(1)nze[n][vz] = el∆I12I0 νe(νe+νp) Vˆz[vz]∂ˆx
nˆQˆx
1+Qˆ2x
[n]
l
−2νe+νpνe+νp∂ˆx

 nˆQˆxVˆz
1+Qˆ2x
2

[n][vz]l


−eνe [n][vz]ˆnˆVz∂ˆzˆVz
[vz]
Lz+∂ˆz(ˆnˆV
2z)[n][vz]
2
Lz
−ekBTmνe∂ˆzˆn
[n]
Lz−
e2ˆn[n]
mν2e
Jˆz−Jˆ(0)nz
ε [n]e[vz].
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yﬁnalmente
Jˆ(1)nz = ∆I12I0 νe(νe+νp)

Vˆz∂ˆx
nˆQˆx
1+Qˆ2x
−(1+τ−2e )∂ˆx

 nˆQˆxVˆz
1+Qˆ2x
2




− [vz]Lzνe nˆˆVz∂ˆzˆVz+∂ˆz(ˆnˆV
2z)− kBTmνe[vz]Lz∂ˆzˆn−
e2[n]
mν2eεˆn Jˆz−Jˆ
(0)nz ,
donde
δ1= ∆I02νeτeI1≈2.495,
δ1I21
I20 ≈2.494892,
2νe+νp
νe+νp =(1+τ
−2e ),
η1= [vz]Lzνe=
τe
mνeL2z≈5.514243×10
−5, η2= kBTmνe[vz]Lz=
kBT
νeτe≈0.096912,
η3=e
2[n]
mν2eε≈3295.47045,
y
Jˆnz=Jˆ(0)nz+Jˆ(1)nz.
A.8 RelaciónconstitutivaJnx
DeJ(0)nx=e∆lI1n2I0τe
Qx
1+Q2x selegaa
Jˆ(0)nxe[n][vx]=e∆lI1n2I0τe[n]
Qˆx
1+Qˆ2x
donde [vx]=∆lI14I0τe,
entonces
Jˆ(0)nx=2n Qˆx1+Qˆ2x
.
Utilizaremosentodaladeducciónque
τe= 1+νpνe,
2+νpνe
1+νpνe
=τ−2e +1, 2+νpνe=1+τ
2e, 3+2νpνe=1+2τ
2e.
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De(4.78)sededuceque
Jˆ(1)nxe[n][vx] =
e∆l
2(νe+νp)
1+Qˆ2x
−∆l4 ∂ˆxˆn
[n]
l+
2I2
I0Qˆx∂ˆx
nˆQˆx
1+4ˆQ2x
[n]
l−
I2
I0∂ˆx
nˆ
1+4ˆQ2x
[n]
l
+ I1I0τe

Qˆx∂ˆz

nˆˆVz(ˆQ
2x−τ2e)
1+Qˆ2x
2

[n][vz]Lz −(1+τ
−2e )∂ˆz

 nˆQˆxVˆz
1+Qˆ2x
2

[n][vz]Lz
+ 1+τ
2e
e
Qˆx
1+Qˆ2x
∂ˆx 2ˆn Qˆx1+Qˆ2x
[vx]
l+∂ˆz nˆˆVz
[vz]
Lz e[n]
− nˆ[n]el[1−(1+2τe)ˆQ
2x]
ε νeτe 1+Qˆ2x
2 Jˆx−2ˆn Qˆx1+Qˆ2x
[n][vx]e



.
Operando,desarrolandolasderivadasenxyusandoque[vx]=∆lI14τeI0obtenemos
Jˆ(1)nx = − I0∆2νeτeI1
1
(1+Qˆ2x)
∂ˆxˆn+2I2I0Qˆx∂ˆxˆn
Qˆx
1+4ˆQ2x
−I2I0∂ˆxˆn
1
1+4ˆQ2x
+ 2I2I0Qˆxˆn∂ˆxQˆx
1−4ˆQ2x
1+4ˆQ2x
2+I2I0Qˆxˆn∂ˆxQˆx
8
1+4ˆQ2x
2


+ 2νeτ2e
1
(1+Qˆ2x)

Qˆx∂ˆz

nˆˆVz(ˆQ
2x−τ2e)
1+Qˆ2x
2

[vz]Lz−(1+τ
−2e )∂ˆz

 nˆQˆxVˆz
1+Qˆ2x
2

[vz]Lz
+ (1+τ2e) Qˆx1+Qˆ2x



2∂ˆxˆn Qˆx1+Qˆ2x
+2ˆn∂ˆxQˆx 1−Qˆ
2x
1+Qˆ2x
2

[vx]l+∂ˆz nˆˆVz
[vz]
Lz


− nˆ[n] elε νeτe
[1−(1+2τe)ˆQ2x]
1+Qˆ2x
2 Jˆx−2ˆn Qˆx1+Qˆ2x
[vx]e

.
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Reagrupandolostérminos∂ˆxˆnynˆ∂ˆxQˆxlegamosa
Jˆ(1)nx = −δ1 1−I2I0
1−2ˆQ2x
1+4ˆQ2x
−2I
21(1+τ−2e )
I20
Qˆ2x
(1+Qˆ2x)2
∂xn
1+Qˆ2x
− δ3 I2I1
5−4ˆQ2x
1+4ˆQ2x
−(1+τ
−2e )I1
I0
1−Qˆ2x
(1+Qˆ2x)3
nQˆx∂xQˆx
1+Qˆ2x
+ 2νeτ2e
1
(1+Qˆ2x)

Qˆx∂ˆz

nˆˆVz(ˆQ
2x−τ2e)
1+Qˆ2x
2

[vz]Lz−(1+τ
−2e )∂ˆz

 nˆQˆxVˆz
1+Qˆ2x
2

[vz]Lz
+ (1+τ2e) Qˆx1+Qˆ2x
∂ˆz nˆˆVz [vz]Lz
− nˆ[n] elε νeτe
[1−(1+2τe)ˆQ2x]
1+Qˆ2x
2 Jˆx−2ˆn Qˆx1+Qˆ2x
[vx]e

,
donde
δ1= ∆I02νeτeI1, δ3=
∆
νeτe.
Análogamentepara∂ˆzyreagrupandotérminosobtenemos
Jˆ(1)nx = −δ1 1−I2I0
1−2ˆQ2x
1+4ˆQ2x
−2I
21(1+τ−2e )
I20
Qˆ2x
(1+Qˆ2x)2
∂ˆxˆn
1+Qˆ2x
− δ3 I2I1
5−4ˆQ2x
1+4ˆQ2x
−(1+τ
−2e )I1
I0
1−Qˆ2x
(1+Qˆ2x)3
nˆQˆx∂ˆxQˆx
1+Qˆ2x
+ δ41+Qˆ2x
τ2e−2+τ
2e+τ−2e
1+Qˆ2x
QˆxVˆz∂ˆzˆn
(1+Qˆ2x)2
+2ˆn (τ
2e−1)ˆQx∂ˆzˆVz
1+Qˆ2x
+ Qˆx∂ˆz Vˆz(ˆQ
2x−τ2e)
(1+Qˆ2x)2
−(1+τ−2e )∂ˆz VˆzQˆx(1+Qˆ2x)2
− 2νeτ2e
1
(1+Qˆ2x)

ˆn[n] elε νeτe
[1−(1+2τe)ˆQ2x]
1+Qˆ2x
2 Jˆx−2ˆn Qˆx1+Qˆ2x
[vx]e

,
donde
δ4= [vz]Lz(νe+νp)=mνeτeL2z.
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Finalmente,
Jˆ(1)nx = −δ1 1−I2I0
1−2ˆQ2x
1+4ˆQ2x
−2I
21(1+τ−2e )
I20
Qˆ2x
(1+Qˆ2x)2
∂ˆxˆn
1+Qˆ2x
− δ21−(1+2τ
2e)ˆQ2x
(1+Qˆ2x)3
nˆ Jˆx− 2ˆnQˆx1+Qˆ2x
− δ3 I2I1
5−4ˆQ2x
1+4ˆQ2x
−(1+τ
−2e )I1
I0
1−Qˆ2x
(1+Qˆ2x)3
nˆQˆx∂ˆxQˆx
1+Qˆ2x
+ δ41+Qˆ2x
τ2e−2+τ
2e+τ−2e
1+Qˆ2x
QˆxVˆz∂ˆzˆn
(1+Qˆ2x)2
+2ˆn (τ
2e−1)ˆQx∂ˆzˆVz
1+Qˆ2x
+ Qˆx∂ˆz Vˆz(ˆQ
2x−τ2e)
(1+Qˆ2x)2
−(1+τ−2e )∂ˆz VˆzQˆx(1+Qˆ2x)2
,
donde
δ2=e
2[n]∆l2I1
22ν2eτ4eεI0,
y
Jˆnx=Jˆ(0)nx+Jˆ(1)nx.
Consideramosahoralaadimensionalizacióndeladensidadcorrientetotal
cuandoelánguloentreelcampomagnéticoByelejexesθ=π/2,sección
(5.1).Enestageometría,ladensidaddecorrientesólodependedeladirección
x.Partiendodelaecuaciónparaladensidaddecorrientetotal[36]
Jtotal(t)=1L
L
0
Jnx(x,t)dx, (A.4)
yconsiderando[Jtotal]=[Jnx],L=Nl,selegaaque
Jˆtotal(t)=1N
N
0
Jˆnx(x,t)dˆx. (A.5)
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